ANNAES  SCIENTIFICOS 


DA 


ACADEiU  POLITISfilI^lCA 


FORTO 


h 


ANNAES  SCIENTIFICOS 


DA 


Aaiimiil  POLÍTICIINICA 


DO 


PORTO 


PUBLICADOS  SOB  A  DIRECÇÃO 


DE 


F.    G^OJMIilS    TEIXKIIFIA 


VOL.rME   V 

(Publicação  official) 


COIMBRA 

IMPRENSA  DA  UNIVERSIDADE 
1909 


R.  57ÕO 


ÉSSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LIGNES  NONEUCLIDIENNES 

PAR 

GeMINIANO  PlKONDINl 

à  Rome 


AVANT-PROPOS 

Ce  travail  est  divise  en  trois  parties:  lignes  planes,  lipies  de 
/'espace  et  lignes  trncies  sur  une  surfàce.  —  II  est  inspire  a  deux 
principes  tout  à  fait  luodernes:  riiitroduotion  de  pkisieurs  sys- 
tèiiies  de  coordonnées,  autres  que  les  syslènies  oi-diíiaires  de- 
venus  classiques,  et  la  représentation  des  plans  et  des  espaces 
non-euclidiens  sur  le  plan  et  Tespace  ordinaire. 

En  vertu  du  preniier  principe  nous  soinmes  ;i  nièine,  dans 
Tabord  d'une  question  ^éoniétrique,  de  laire  le  choix  du  sys- 
tème  de  coordonnées  que  Ton  reconnail  le  plus  propre,  du 
point  de  vue  de  la  simplicité.  —  Le  deuxièine  piincipc  réduit 
Tétude  des  lignes,  des  surfaces  et  plus  généralenient  des  figures 
non-euclidiennes,  a  Tétude  des  lignes,  des  surfacus  et  des  figu- 
res ordinaires.  C/est  ainsi  (jue  Ton  a  pu  condenser  la  géoniétrie 
projective  en  peu  de  pages. 

Quant  a  la  géoniétrie  analytique,  elle  a  élé  liuiitée  a  la  réso- 
lution  des  questions  essentielles,  qui  ont  quelques  applications 
dans  la  suite. 

La  géoniétrie  infinitésiniale  a  reçu  un  développement  plus 
coniplet,  gràce  surtout  à  lintroduction  de  ])lusieurs  systènies 
de  coordonnées  nouvelles,  susceplibles  dune  Ibule  dapplica- 
tions  reniarquables. 


Dans  la  deuxiòine  partie  (bien  qu'il  s'agisse  proprement  de 
li«^ne.s)  il  a  été  impossible  de  se  passer  de  la  considération  de 
(pielques  surfaces  et  de  quelques  solides,  dont  on  a  éralué  res- 
peclivement  Taire  et  le  volume  (cone,  hvpercòne,  horicòne,  canal 
circulaire,  canal  g^énéri(jue,  splière,  suriace  de  révolution,  héli- 
coíde,  pscudo-helicoide). 

On  a  réussi  de  niènie  à  toucher  en  quelques  points  reniar- 
quables  liniportante  tbéorie  de  rapplicabilité  des  surfaces,  au 
nioyen  d'une  déforniation  par  ílcxion. 

La  géométrie  non-euclidienne  est  sans  doute  plus  difficile 
que  la  géométrie  ordinaire.  Ses  formules  sont,  en  general,  plus 
compliquées.  de  sorle  que  cerlaines  intégrations,  effectuables 
dans  la  géométrie  oídiíiaire,  sont  impossibles  dans  les  deux 
géométries  non-euclidiennes. 

Mais  il  y  a  ici,  en  revancbe,  une  variété  et  une  ricliesse  abso- 
lunient  inconnues  dans  le  vieille  géométrie  á'Euclicle,  car  cer- 
taines  figures  non-euclidiennes  n'ont  pas  leurs  correspondantes 
dans  la  géométrie  oídinaire.  —  L'bypercycle  et  Thoricycle  dans 
le  plan,  riiypersphèi-e  et  riiorisphèie,  1'bypercòne,  riioricône 
et  le  canal  dans  l'espace,  en  sont  des  exemples  frappants. 

On  doit  enfin  remarquer  que  nos  formules  contiennent  une 
particularisation,  en  y  ayant  supposé,  pour  plus  de  simplicité, 
que  la  constante  caiactéristique  (paramttre)  de  chacun  espace 
non-euclidien  soit  égale  à  Tunité. — Mais  on  pourrait  aisément 
modifier  les  formules  de  laçon,  h  rendre  \\  ce  paramètre  toute 
sa  généralité. 

Ceux  qui,  voulant  étudier  cet  Essai,  n'ont  pas  de  familiarité 
avec  la  géométrie  non-euclidienne  élémentaire,  peuvent  con- 
sulter  quelqu'un  de  ces  travaux: 

Beltraaii  —  Saggio  cl'inteipretazione  delia  geometria  non-euclidea 
(Giornale  di  Matematiche,  1868). 

N.  LoBATSCHEWsKY  —  PãTi geometria,  o  saggio  di  geometria  fondata 
sopra  una  teoria  generale  rigorosa  dclle  parallele.  (Traduction 
de  G.  Battaglini,  IVaples,  1874). 

G.  BoLYAi  —  Stilla  scienza  deli  o  spazio  assolutamente  vera.  (Tra- 
duction de  G.  Battaglini,  Naples,   1875). 

L.  Géraiíd  —  Sur  la  géométrie  non-euclidienne.  Thèse.  (Paris, 
181)2). 

P.  AIansion  —  Premiers  príncipes  de  la  Melagéomélric .  (Confé- 
rcnccs  h  Tlnstitut  supéricui'  de  Philosopliie,   Louvain,   18í)íi). 

1\  Mansio.n  —  Principes  fondamentaux  de  la  géométrie  non-eucli- 
dienne de  RiF.MAN.N  (Paris,  Gaulbier-Villars,   1895). 


premií':re  j»artie 


Lignes  planes 


CHAPITRE  I 


§  1 

Quelques  sijstèmes  de  coordonnées.  —  Soient  Oa?,  Oy  deux  droites 
ortliogonales  (axes),  issues  du 
])oint  O  (origine),  sur  lesquelles 
on  a  fixe  préalablement  les  di- 
rections  positive  et  négative.  — 
Si  d'un  point  arbitraire  INI  du 
plan  on  mène  les  droites  MA, 
MB  perpendiculaires  aux  axes 
Ox\  Oy,  la  position  du  point  M 
est  définie  aussitòt  que  Ton 
donne  (en  valeur  et  en  signe): 

1°  L'angle  jcOM=(o  et  la  dis- 
tance  absolue  OM  =  R  (coordon- 
nées polaires). 

2°  í.es  distances  OA  =  x,  OB  =  y  (coordonnées  cartésiennes). 

3°  Les  distances  BM^y?,  AM  =  ^  (coordonnées  normales). 

4°  Les  distances  OA  =  w,  AM  =  i'  (coordonnées  géographiques). 

II  est  a  peine  nécessaire  de  remarquei"  que,  dans  le  plan  eu- 
clidien,  les  trois  systèmes  de  coordonnées  cartésiennes,  nor- 
males et  géographiques  reviennent  Tun  a  Tautre. 


Fig.  1 


§2 

Relations  entre  les  coordonnées  polaires,  cartésiennes  et  normales. 
—  Si  le  plan  est  riemannien,  on  déduit  des  triangles  rectangles 
MAO,  MBO: 

tg  OA  =  tg  OM  .  cos  A(3m,  tg  OB  ^-  tg  OM  .  cos  BOM 
sin  BM  —  siu  OM  .  sin  BOM,  sin  AM  -=  sin  OM  .  sin  AÔ.AL 


En  s'appiiyant  sur  ces  fornuiles  et  sur  les  formules  analogues 


dii  plan  lobalscliewskien,  on  trouve  les  relalions  suivanles: 
Dans  le  plan  rieniannien 

(1)  tg;  £c  =  tg  H .  cos  (O  ,     tg y  =  tg-  f\ .  sin  co 

(2)  sin/; —  sin  U.COS  (O  ,     sin  y  =  sin  R.  sin  to  , 

et  d'ici  par  dcs  conibinaisons  evidentes 

(3)  tg-2  íc  +  tg2  ^  -  tg2  W  ,     sin^y;  \  sin^  q  =  sin2  \\ 
teíc  .  tg?/ 


(i)      sinp 
(5)    lgíc  = 


sin  yj 


y/l  — sin-p  —  sin^y 
Dans  le  plan  lobatschewskien 


,     sui  q 


^l+tg2íB+ tg2^ 
sin  q 


i/l 


sm*  »  —  sin- 


(2') 
(3') 

(4') 
(&') 


s/í^ 


//ííc  =  /A  R  .  cos  CO  ,  ihy  =  th  R  .  sin  o 

s/ty;  =  sh  R  .  cos  (O  ,  úq  =  í/í  R  .  sin  (o 

(h^-x^lh hj  =.  í// 2  R  ,  sh^p  +  í/^a^  -  .^// 2R 
thx  ,  thy 


ihx 


\/\  —  lh^-x-l1ihj 
shp 


,      shq 


\/\-\-sh^p  +  sh^q 


^  '      ^% 


S/i—th^x  —  tlihj 

shq 
\'\+sh^-p  +  sh'^q' 


§3 


Relalions  entre  les  coordonnies  ^('ographiques,  cai'tésiennes  et 
normales .  —  Considérons  d'abord  le 
quadrilatère  lieniannien  ARCD,  en  v 
supposant 

Â  =  R  =  C  -  ^  . 


FiíT.  2 


Si    l'on   ti'aco  la  diagonale  AD,   on 
oblicnt  les   triangles  rectangles  ARD, 


ACD  donnant  les  relations 

lsinCD=sinAD.sinCAD=sinAD.cosBAD,  sinAB^^siiiAD.sinADB 
(      cosBÂD  =  sinAbB.co.sBD 

ltgCD  =  sinÂC.lgGAD,  tg;AB  =  tg:AD.co.sBÂD  =  tg.ADs^nCÂD 
(      tgAr;  =  tgAD.cosCÂD. 

On  dédiíit  trici 

sinCD       cosBAD       sinADB.cosBD 


=  cosBD 


sinAB       sinADB  sinADB 

tg  CD  _  sin  AC.tg  CÂD  _         sin  AC         _  sin  AC 
tgAB       tgAD.sinCÂD      tg  AD.cos  CÂD       tgAC 


cos  AC 


En  faisant  des  considérations  analogues  dans  le  plan  lobals- 
chewskien,  on  voit  que  ks  cotes  tVun  (jiiadrilatère  trirectangle 
ABCD  víiifient  les  relations 

(6)  ^'íí^  =  cosBD,      ^^-^í^=cosAC     fdans  le  p.  r.) 
^  sm  AB  tgAB  ^        ' 

(^^  ^ÃAB='^^^^'     TÃÃB^^'^^^      (danslep.  1.) 

Les  formules  (6),  (()')  appliquées  au  quadrilalère  trirectangle 
OABiVl  du  §  I,  dans  lequeí  on  a  AO  =  íc=w,  0B  =  ?/,  AiM  =  D=yj, 
BM  =  ^,  donnent  les  équations 

(7)  u  =  x,      t.gv  =  cosaj.tg?/ J  ^,         , 

>  (dans  le  p.  r.) 

(8)  siny?  =  sinM.cosr' ,      <j^=v\ 

(?')  w  =  íc,     thv  =  chx .  tliy  j 

>  (dans  le  p.  I.). 
(8')                      sh^)  =  sliu  .chv  ,      q=^v\ 
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CHAPITRE  II 


§4 

Dislance  de  deux  poinls.  —  En  désignant  par  d  la  distance 
entre  les  points  A(R,co),  B(Ri,coi)  du  plan  riemannien,  le 
triangle  OVB  donne 


(O' 


cos  í/=  cos  R  cos  Ri  -;-  sin  R  sin  Ri  cos  (co  —  (oi) 
=  cos  R  cos  Ri  -j-sin  R  sin  Ri  cos  co  cos  coi  -l-sin  R  sin  Ri  sin  (o  sin  coi , 


Si  Ton  veiit  introduire  ici  les 
coordonnées  cartésiennes  (íc,  ?/), 
{x[,  l/i)  des  points  A,  B,  il  suffit 
d'eniplô\er  les  relations 


cosR  = 


1 


COS(0  =  ^^Tr  = 


tgí^      v/tg^íc+tg^y 


cos  Ri 


— ,     cos  tui 


\/í  -\- tg^  X -{- tg^  9/ 
1 

{/í+tg^Xi-rtg^yi 

tga;i_  tgxi     

t8:R«~l/t^£Ci+tg22/i' 


que  Ton  déduit  des  équations  (1),  (3)  du  §  2. 

Si  ]'on  fait  un  calcul  analogue  dans  le  plan  lobatschewskien, 
et  que  Ton  pose  en  outre  pour  abréger 


.(2) 
(2') 


tga?, 


tgy 


í  =  t/ix  ,     y;  =  t/iy 


suivant  que  le  plan  est  riemannien  ou  lobatschewskien,  on 
trouve  que  la  dislance  d  entre  les  points  A(q,-/j),  B(^i,-/ii)  est 
déterminée  par  U7ie  des  forinules  : 


cosd  = 


l+^^i+-/J-/ii 


(3) 


''  sin  d  ■■ 


tgd=^ 


v/(r-Ei)^+(-/j--/i,)^+(>-/i,-E,-/i)2 


/r 


J_í"2 


viM/i4-^.^  +  -^i' 
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dans  le  plan  riemannien,  et 

1  —  ^^1  -  -/j-zj! 


(3') 


chd 


hhd 


Ihd 


/l- 

-^-rH"^ 

-^l' 

-V' 

v/(^ 

-^i)^+ei- 

--/il)2- 

-(^'í» 

-^i-^)^ 

s/\-l^-r^ 

v/1- 

-h^- 

vii^ 

v/(^ 

-hf-v^^i- 

-^1)^- 

-(^■^1- 

-^r^)' 

\-zÃi-m^ 


dam  le  plan  lobatschetvdien. 

Remarque.  —  Les  variables  ^,  ■/],  liées  au\  coordonnées  carlé- 
siennes  x,  ?/,  par  les  relations  (2),  (2'),  constituent  un  systèmc 
tiès  remarquable  de  coordonnées,  dont  on  lera  souvent  usage 
dans  la  suite. 

§5 

La  droile.  —  Soient:   OP  =  A  la  distance   de  Torigine   a  une 
droile    riemannienne    i\    a;OP  =  6 
rinclinaison  de  A  sur  Taxe  O^  et    y 
M(R,(o)  un  point  quelconque  de 
r  defini  par  ses  coordonnées  po- 
laires. 

Le  triangle  rectangle  OPM  donne 
la  relation 


tff  OP 


c'est-a-dire 

(4) 


t^A 

^  cos  (co  -  Ô) 


—  X 


Fig.  4 


Telle  est  Víqualion  de  la  droite  en  coordonnées  polairex. 
En  appliquant  les  relations  (1)  du  §  2  à  Téquation  (4)  préa- 
lablement  écrite  sous  la  forme 

cos  o  (tg  R  cos  (o)  +  sin  d  (tg  R  sin  co)  =  tg  A  , 

on  trouve  que  la  droite  r  est  représenlée  par  rèquation 

(5)  cos  Ô.  tgíc^  sin  6.  tgy  =  tg  A 

linéaire  en  tgcc,  tg?/. 
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Celle-ci  identifiée  ;i  réqiiation  linéaire  yénérique 
(6)  atgx-\-òtgy=^c, 

OM  a,  õ,  c  sont  des  constantes,  donne  les  conditions 

(1)  tg:A  =  — =i=,     cote  — -^. 

On  conclui  que  sur  h  plan  riemannien  Véquation  linéaire  géné- 
rale  (6)  dèfxnit  la  ciroite  donl  la  clislance  h  l' origine  a  une  valeur  A 
et  une  inclinaison  6  sur  1'axe  Ç)x,  définies  par  les  relations  (7). 

Sur  le  piau  lobatschewskien  les  équatious  (4),  (5),  (6),  (7) 
sont  remplacées  respectivement  par  les  autres 


cos  (o)  —  d) 

(5')  cos  ê.(hx-[-sm  6. lhí/  =  th òk 

(6')  a  t/ix -\- ò  t/li/ =- c 

(T)  MA=:-=1_,     cote  =  ^. 

Si  lon  elimine  x,  y,  entre  les  équatious  (5),  (5')  ci-dessus  et 
les  équatious  (6),  (6')  du  §  3,  on  trouve 

(8)  cos  d  sin  u  -p  sin  6  tg  v  =  Ig  ^  cos  u 
C8')  cos  d  sku-\- sm  d  thv  =  th  àchu 

Ce  sont  les  équatious  de  la  droite  (rieuiannienne  ou  lobals- 
chewskieune)  eu  coordounées  géographiques. 

Cas  particulier.  —  Si  Tou  suppose  que  la  droite  passe  à  lori- 

giue,  eu  formant  Tangle  £  avec  Taxe  Oíc,  ou  a  A==0,  e  =  -^  +  £, 
et  les  équations  (8),  (8']  revienuent  aux  autres 

(9)  tg  t>  =  tg-  £ .  sin  u 
(9')  thv^X.gt.shu . 

§  6 
Eu  couiparaut  les  équations  cartésieiuics  (o),  (5')  de  la  droite 
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non-euclidienne  à  réqualion  cartésiennc  de  la  droile  ordinaire, 

on  est  amené  tout  nalurel?eineiit   ;i   ces  définilious:    Une  ligne 

i  riemamiienne  / 

plane      .    ,         ,         ,  .  esL  al^ibiKiuc  ou  liamcendanle.  sui- 

/  lohatscliewskiennc  \  ' 

vant  ({Lie  sou  équation  est  algébrique  ou  transcendante  par  rap- 

...  \   tí>£C,     ti;?/  i 

porl  aux  varia bles   ,      ,        ■,         . 
^  I    {/ix,  thy   \ 

Dans  le  premier  cas  le  degré  de  Téquation,   réduile  ;»  forme 

rationnelle  et  entière,  est  Vordre  de  la   ligne.  —  Cet  iniportant 

élément   géométiique   des   ligues,    absoluiuent   indépeudant  du 

choix   des  axes  cartésiennes  de  référerue,   exprime  le  iiomhre 

des  points  (réeis  ou  imagiuaires)  ou  la  ligne  est  coupée  par  une 

droite  quelconque  du  plan. 

§^ 

Nature  des  pohits.  —  Dans  rhypothèse  qi=yii  =  0  les  équa- 
tions  (3),  (3')  démontrent  que  la  dhtance  d  entre  Uorigine  et  le 
point  générique  (^,r()  tfu  plan  est  diftnie  par  une  des  équations 

(10)  cosf/ 


(10')  chd- 


v^i-f  ^^  +  -/i^ 

1 

V/l_Ç2_"^' 


On  voit  de  la  relation  (10)  que  la  distanee  d  est  toujours 
réelie  et  finie,  quelles  que  soient  les  valeurs  que  Ton  attribue  h 
ç  et  yj,  de  sorte  que  les  points  du  plan  riemannien  n'oírrent 
pas  de  dilTérence  en  ce  qui  concerne  leur  nature;  il  sont  tous 
réeIs  et  a  distanee  finie. 

Quant  à  la  relation  (10'),  on  peut  faire  indiílérenunent  les  trois 
hypothéses 

(II)  r  +  r<^-l|0, 

correspondant  aux  cas  ou  d  est  respectivement: 

A)  réel  et  fini  (point  ríel  et  a  distanee  finie) 

B)  réel  et  infini  (poinl-limite) 

C)  imaginai le  (point  ideal). 

Sature  des  droites.  —  Comine  la  relation  (7)  donne  une  valeur 
déterminée  et  finie  de  A,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  pa- 
ramètres  a,  6,  c,  paraissant  dans  Téquation  (6),  on  conclut  que 
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sur  le  plan  riemannien  il  n'y  a  qu'une  seule  espéce  de  droi- 
tes. 

Qiiaiit  ;i  Téquation  (7'),  ou  pciil  (aire  indiíiéreminent  les  trois 
hypolhèses 


(12) 


rt2_|.^2_.^2^0, 


correspondant  aux  cas  ou  A  est  respectivemeiite: 

A)  réelle  et  finie  (droile  rielle  et  a  dhtance  fiaiej 

B)  réelle  et  infinie  (droile-limile) 

C)  iiiiaginaire  (tlroite  iiléule). 

Les  coordonnées  (ço,  '/ja)  du  point  d'intersection  des  droites 


a^  +  (67j  -j-  c  =  O  ,     cíi^  -f  hiT^  +  ci  = 
sont  exprimées  par  les  équations 

bci — hic  ãic  —  aci 


O 


abi  —  aiõ 


■qo 


abi  —  aib 


Ce  point  est  toujours  réel  sur  le  plan  riemannien. 

S'il  s'agit  au  contraire  de  droites  lobatscliewskiennes,  on  re- 
connait  par  Tapplication  de  la  relation  (11)  que  leur  intersection 
est  un  point  réel  k  distance  finie,  un  point-liniite  ou  un  point 
ideal,  suivant  que  les  coefficients  a,  b,  c,  ai,  b{,  c\,  vérifient 
respectivenient  Tune  ou  Tauti-e  des  relations 


(13) 


(bci  —  bicy  -p  (<?«i  —  cia)'^  =  (r/^i  —  «i^)^  . 


§B 


Angles  (le  deux  droitex.  —  Soient 


õ" 


(!'<■ 


1   a\  -I-  b-q  +  c  ==  O  , 


Fig.  5 


les  équations  de  deux  droites  r,  ri 
(}ui  se  coupent  au  point  C,  OA  =  A 
et  OB  =  A|  leuis  distantes  a  lori- 
i^ine  et  íiOA=íl,  ícOB=6i  les  in- 
clinaisons  de  ces  distances  sur 
Tdxe  Ox. —  Si  le  plan  est  rieman- 


ir, 


nien,  on  a  les  rélations  (§  5) 


cot  &  =  ,   ,      cot  dl  =  -—  . 
o  bi 

On  déduit  du  Lriaiigle  ABC: 

+  cos  (?7i)  =  —  COS  CAB .  cos  CBA  +  sin  CAB .  sin  CBA  .  cos  AB 
=  —  sin  BÀO .  sin  ABO  +  cos  BÂO .  cos  ABO .  cos  AB  . 

Mais  comnie  d'ailleurs  dans  tout  iriangle  rieniannien  AliC 
ont  lieu  des  rélations  de  la  forme 

sin  A  sin  B  —  cos  A  cos  B  .  cos  c  =  sin  a  sin  b  +  cos  a  cos  b .  cos  C 

que  Cagnolt    démontra,   le  premier,    pour  les  triangles  sphéri- 
ques  ordinaires,  Téquation  ci-dessus  revient  a  Tautre: 

+  cos  (r/l)  =  — -  (sin  O  A .  sin  OB  +  cos  OA .  cos  OB  cos  AOB) 
=  —  [sin  A  sin  A|  -f  cos  A  cos  Ai .  cos  (9  —  6i)] 
= — (sin  A  sin  Al -p  cos  A  cos  Al  cos  6  cos  ôi  -p  cos  Aços  Ai  sin  6sin6i). 

En  rappelant  ici  les  rélations  (15).  et  en  faisant  un  calcul 
analogue  dans  le  plan  lobatschewskien,  on  trouve  que  Vcm^/e 
forme  par  /es  droites  (14)  e.st  defini  par  mie  des  équations 

.      .  aa\  -\~  bbi  -f-  cci 

s  (;vi) 


\/a'-  +  bl^l^c''Vai^  +  bi^^n^' 


,ic\    I    •    (      \       \^{ab\—aibf-\-{hci—bicY  +  {cai  —  c\ay' 

(lo)    {  sin  {rr{ )  = — ..-^ '— 

^  V^«^  +  ^2  +  c2v/«l2  +  ^l2+>i2 

\/lab{--a{bf-[-{bci  —  bicY-\-{ca\—Ciaf 


cos  (/Vâ)  = 


aay  -\-  bb\  -}~  fci 
aa\  +  bb\  —  cc\ 


\/aP-  +  ^2  _  c2  sjai^  +  bi^  -  c-i2  ' 


(16')  /sin(rri)-  V^(^^'  —  ^i^)"  — (^^' —  ^i^)^  — (^^<  — '^•<«) 
r  ^a'-\-h'-c'^\/ae^b{^-c^^ 

f         /      \  \/{abii  —  «iè)2 — {bc\, — bic)^  —  {ca\ — c\a)^ 
l  aQ\  -f  bb\  —  Cf  I 
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On  voit  d'iei  que  la  condilíofi  d^ort/io^onahté  deu  (/roites  (14) 
est  exprimte  par  Icquation 

(17)  aa{-\-bbi-{-cc\  =  0     (dans  Ic  p.  r.) 
(IT)                    aa'í-rhb{—cc[  =  ^     (dans  le  p.  1.). 

On  reconnait  de  la  deuxiènie  équation  ( I G)  que  sin  (rr)  est 
toujours  réel  et  qu'il  sannulle  seulenient  quand 

«1       hi        c{ 
a         b         c  ' 

ce  qui  porte  à  la  coíncidence  des  droites.  Conséquemment  deux 
droileíi  neinannienne&  dislmcles  formenl  toujours  un  angle  réel  et 
diffírent  de  zero. 

La  deuxiènie  équation  (16')  déinontre  au  contraire  que  pour 
deux  droites  lobatschewskicnnes  ce  sont  possibles  les  trois  hy- 
potlièses 

( 1 8)  {bci  —  bicy  +  {cai  —  ci^)'^  ~  («^i  —  «l^)" , 

correspondant  aux  cas  oíi  les  droites  forment  respcctivement 
un  angle  réel  et  diíTérent  de  zero,  un  angle  nul,  ou  un  angle 
imaginaire- 

La  formule  (13)  nous  apprend  qu'en  correspondance  de  ces 
cas,  le  point  ou  les  droites  se  coupent  est  respcctivement  un 
point  réel  à  distance  finie,   un   point-lirnite,  ou   un  point  ideal. 

§  y 
Soient 

(1!))     ac,i-b-q  +  c  =  0,     a^'^-^brr^  +  Cl^O,     «2^  +  ^  +  ^-2  =  0 

les  équations  de  trois  droites  non-euclidicnnes.  —  Les  condi- 
tions  d'ordiogonalité  entre  la  troisième  droite  et  chacune  des 
autres,  sont  exprimées  par  les  relations  (§  8) 

aa-2  +  Lb^2  '^cci  =  0  ,      aia-}  +  bibi  +  cic-)  =  O  , 

le  signe  supérieur  se   rapportant  au   plan  riemannien  et   Tinfé 
lieur  au  piau  lobatschewskicn. 
Or  coiiMuc  Ton  déduit  (Vici 

«2        bic  —  bci  ,    b-2        aci  —  a^c 


Cf         ab{  —  aib  '  c->        ab{  —  a^b 


on  peut  preadre 

rt-2  :  h-i  :  C'2  =  {bic  —  bc\)  :  (aci  —  «ic)  :  Zf  («61  —  Uib)  , 

ce  qui  réduit  la  troisicme  équation  (19)  ;i  la  forme: 

(20)  (bic  —  bci)  c,  -|-  {ac{  —  a^c)  r,  ip  {ab[  —  a^b)  =  O  . 

La  réalité  de  la  droite  (20),  lout  it  fait  inconditioniu-e  dans  le 
plan  rieinannien,  est  subordonnée  ;i  la  condition 


(21) 


(bic  —  bcif'  -j-  (ciCi  —  rtic')-  >  {(eb{  —  «lò)^ 


dans  le  plan  lobatschewskien,  ainsi  quil  resulte  de  la  relalion 
(12).  —  Mais  comme  cette  condilion  (21)  exprime  à  son  tour  le 
iait  que  les  deux  premiéres  di'oites  (11))  se  coupent  en  un  point 
ideal  [équation  (13)J,  on  a  le  théorème:  Deux  droites  quelcon- 
qucs  cVun  plan  non  euclidieii  admcttent  toujou/s  une  ncrpendicu- 
laire  commune.  Celte  droite:  A)  dans  le  plan  riemannien  est  tou- 
jours  rielle  —  li)  dans  le  plan  lobatschewskien  est  rtelle  seulement  si 
les  droiles  se  coupent  en  un  point  ideal. 

Soit  Oíc  la  pei'pendiculaii'e  commune  aux  droites  O?/,  AB  et 
OA  =  m  le  seginent  de  la  per- 
pendiculaire  compris  entre  ces 
droites. — La  droite  AB  est  évi- 
demment  représentée ,  en  co- 
ordonnécs  géographiques,  par 
Téqualion  u  =  m.  —  Or  si  d'un 
point  quelconque  M  de  AB  on 
abaisse  la  perpendiculaire  !VIN=y^ 
sur  Taxe  O^,  on  obtient  d'ici  à 
Taide  des  relalions  (8),  (8')  du 
§3: 


y 

N 

P 

B 

M 
V 

0 

m 

A 

(22) 
(22') 


Fig.  G 

siny;  =  sin  W.COS  i)     (dans  le  p.  r.) 
sb^  =  shw.cbi'     (dans  le  p.  I.). 


Ces    équations  démontrent   qu';i   la   valeur  zero    de   la   coor- 

donnée  v  correspond  le  maximuin   de  sin/v   et   le  minimum  de 

sbyj,   de   soi'le   que  la  portio?i  de  la  perpendiculaire  commune  a 

I     .      i  lobatschews/iiennes  l  .  1     ■  , 

deux  droite  {     .  .  compnse  entre  ces  droites,   est  la 


\ou.  V 


riemanniennes 

-  N."  1 


dIus     ^  \  (les   distances   entre   les  points  (/"une  de  ces  droíles 

^        í  petite     )  ' 

et  laulie. 

En  supposant  v  =  ±_-^\  la  relalion  (22)  donne  sin/?=-0,  ce 

qui  (léinontre  que  r/a??.*  le  plan  nemannien  les  perpendiculares  a 
une  droite  passent  par  deux  poinls  fixes  (pôles)   situées    a  la  dis- 

tance  —  de  cette  droite. 

II    suit   (i'ici   qu'«7ie   droite    riemannienne  peul    être    considérée 

comme  un  cercle  de  rayon  -^ . 

Lorsquc   Ia   variable   v   augmente   indéfininient,    chv    a    pour 
limite  ]'inrini  et  il  resulte  de  la  relation  (22') 

liin  (sh  p)  =  cn  . 


Ou  conclui  que  dans  le  plan  lohatschewsliien  deux  perpendicu- 
laires  a  une  mime  droite  sont  des  droites  divergentes. 

Autrement  dit,  le  pule  d'une  droite  lohatschewskienne  est  un 
point  ideal. 

§  10 

Distance  d'une  point  a  une  droite.  —  Soit  r  la  droite   repré- 

sentée  par  l'équation 

(23)         «E  +  &-/i  +  c  =  0, 

OP  =  A  la  perpendiculaire  abais- 
sée  de  Torig^ine  et  a?OP  =  6  Tin- 
clinaison  de  cette  perpendiculaire 
sur  Taxe  Ox. 

Si  du  point  donné  A(U,(o)  on 

X   abaisse  les  perpendiculaires  íVH  =  8 

et  AC  respectivement  sur  r  et  OP, 

les  triangles  rectangles  ABP,  ACP 

donnent  les  relations 


Fig.  7 


sin  AB  =  sin  AP.  sln  APB  ,     sin  CP=  sin  AP.  sin  PAC  , 
C(!S  APC  ==  sin  PAC  cos  AC  , 
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d'oii  il  suit 

sin  AB        sin  APB        cos  APC 

—, =  ~ ,.--  = ^ —  =  cos  A(] , 

sin  CP        sin  PAC        sin  PAC 

sin  AB  =  sin  CP .  cos  AC  ^  sin  (OP  —  OC)  ^"^  ^^ 

^  ^  cos  OC 

=  sin  OP  cos  OA  —  cos  OP  (cos  OA .  tg  OC) . 

Or  comme  Ton  déduit  du  triangle  rectangle  ACO: 

cos  OA .  tg  OC  =  sin  OA .  cos  PÔA  , 

la  relation  ci-dessus  revient  à  i'autre 

sin  AB  -=  sin  OP.  cos  OA  —  cos  OP.  sin  O  A  cos  PÔA , 

cest-à-dire 

sin  í  =  sin  A  cos  B  —  cos  A  sin  B  cos  (6  —  03) 
=  sin  A  cos  B  —  cos  A  sin  R  sin  d  sin  01  —  cos  A  sin  K  cos  d  cos  oi . 

Si  l'on  remarque  eníin  que  (§§  2-8) 

•'^1  v/a2  +  62  b 

Zi  et  Tji  étant  les  coordonnees  du  point  A,  on  a  le  théorème: 
La  (Ihtance  5  du  point  (^f/ji)  h  la  droite  (23)  est  défmie  par  la 
formule 

(24)        sin  ^^  =  a^i  +  &-^i  +  ^  ^^^^^  ,^^ 

§  íl 

Droites  parallèles.  —  Soient  BM  une  droile  (nccessairenient 
lobatschewskienne)  parallèle  h  Taxe  Ox  et  coupant  le  scgnient 
OB  =  \>.  sur  1'axe  Oy,  A^  le  point-liniite  de  Ox  et  O  l'angle  de 
parallélisnic  OBM. 


20 


Le  triangle  rectangle  Al^OB  déiiionlre  aussitòt  que  Vangle  de 

paralltlisme  corresponJant  à  la  dis- 
tance  \i  est  defini  par   la  relalion 


y 


(26)  c()te  =  sh[j.. 

Or  conime  Ton  derive  d'ici 


lim  6  = 


liine  =  0, 


u  D 

Fig.  8 

lélisine  parte  de  la  valeur 


P' 


on  conclut  que  Tan-^le  de  paral- 

(pour  jJ.  =  0)  et  décroit  indéfini- 

inent  lorsque  |j.  augmente;  de  sorle  que  les  parallèles  à  Taxe 
Oa?,  menées  par  les  points  successifs  de  Taxe  Oy,  sont  d'aulant 
plus  inclinées  sur  Oy,  que  la  distance  [t  est  plus  grande. 

En  ayant  recours  a  la  formule  i,2i'),  on  peut  dire  que  Vangle 
de  parallilis7ne  relatif  au  point  (^i  "/ji)  et  a  la  droile  (23)  est  dtfini 
par  la  relalion 


(26) 


cot© 


«Cl 


h-n  K  + 


V/a2_^>_c2  v/_^,'^_-,j,-2+  1  • 


La  condition  de  parallélisme  de  deux  droites  coincide  évi- 
demment  avec  la  condition  qu'elle  se  coupent  sur  le  cercle- 
limite.  —  II  s'ensuit  (§  7)  que  la  condition  de  parallélisme  pour 
les  droites 

ax^hy^c=^Ú  ,     a^x  -]-  h^y  -f  c^  =  O 

est  exprimée  par  la  relalion 


(27) 


(aci  —  «!<?)-  +  (hci  —  hic)-  =  {cd)y  —  aiò)- 


Celle-ci,  coniparée  à  léquation  (18),  dénionlre  que  deux 
droites  parallèles  fonnent  un  angle  nul,  et  vice  versa. 

En  partant  de  cette  pi'opriété  caractéristique,  on  obtient  aus- 
sitòt  les  résultats  suivants: 

La  condition  de  parallélisme  entre  deux  droites  est  reciproque. 

Si  une  droile  est  parallèle  a  une  aulre  droite  pour  un  cerlain 
point  particulier,  elle  conserve  ce  caractere  pour  tout  autre  point 
de  son  purcours. 
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S  12 


L'équalion 


th  X  ^  th  !l 


considérée  sur  le  plaii  lobatschewskien,  represente  évidcniment 
la  droite  qui  coupe  les  segments  X,  |x  sur  les  aves  Oíc,  Oy.  Si 
Ton  suppose  ici  X  =  cc  (et  conséquemment  th'L^  1),  on  trouve 
que  la  parallèle  ii  Vaxe  Ox  et  coupant  le  segment  \i.  sur  Vaxe  Ow, 
est  définie  par  Véqualion 

(28)  S+U^='- 

Or  si  Ton  rappelle  Ia  signification  des  variables  ^,  ■/]  (§  4)  et 
que  Ton  introduise  les  coordonnées  géog:raphiques  w,  t;  à  Taide 
des  relations  (T)  du  §  3,  réquation  de  Ia  parallèle  revient  a  la 
foruie 

(2  9)  th  V  =  th  |j.  (eh  u  —  sh  u) . 

Or  comme 

lini  (eh  u  —  sh  w)  =  lim  e~"  =  O  , 

1'équation  (29)  donne 

lim  th  V  =  O  ,     et  ensuite     liin  z;  =  O  . 

Cela  démontre  que  deujc  droites  parallèles  sotit  n  remorder 
comme  deux  lipies  qui  vont  se  rejoindre  asymplhotiquement  a 
Vinfmi. 

L'équation  de  Ia  parallèle  li  la  droite 

(30)  «^^5-/j  +  c  =  0 
menée  du  point  (^i  yji)  est 

(31)  -,_-,,,  =  /.(^_^,), 

k  designam  ww  paraniètre  convenable  (inconnu),  Or  si  Ton  écrit 
réquation  (31)  sous  la  forme 

«li  +  ''''1"/,  +  í"!  =  O  , 


22 


ce  qui  correspoiíd  a  prendre 

«!  =  /",     ^>'i=-— 1,     c{=  —  (Á■^{—r^^), 

on   trouve   que   la   condition    de   parallélisme   (27)    se  réduit  a 
Téquation 

(32)  [(a^i  +  c)2  +  ò2íi2_5íj/.-2 

qui  nous  fournit  deux  valeurs  pour  k. 

II  y  a  donc  deux  paralléles  a  la  droite  (30)  passanl  au  point 
(^i/jOí  leurs  équations  s'obtiennent.  de  1'équalion  (31)  en  y 
remplaçant  k  successivement  par  les  racines  de  Téquation  (32). 

Dans  le  cas  particulier  cn=^-q\  =  0  on  a:  Les  deux  par allUes 
a  la  droite  (30),  issues  de  Vorigine,  xont  reprêsenlées  par  les  équa- 
tions   


§  13 

Le  cercle.  —  Si  C(çovjo)  est  le  centre  et  P(c;yj)  un  point  quel- 
conque  d'un  cercle  non-euclidien,  la  condition  que  la  distance 
CP  soit  constamnient  égale  au  rayon  r  est  exprimée  par  Téqua- 
tion 

(33)  ,  — J—- ,- =  cos  r     (dans  le  p.  r.) 

^  v/l+^o^  +  vio2/T  +  ^^  +  >]' 

Élevons  au  carré,  et  posons  respectivenient 

(34)  (l+^o2  +  -/io2)cos2r  =  /5:2 

(34')  (l-^o2'--V)ch-'=/i-^ 

On  trouve  ainsi  que  V('quation  du  cercle  de  centre  [c^  "/jo)  et  de 
rayon  r  peul  ttre  mise  sous  la  forme 

(3^)  (V-/:-^;^,H-2Vio^r, 

+  (■'ir - ^■') -^r  +  2^0^  +  2-^,,r.  +  ( I  _  /-S)  ==  O     (dans  le  p.  r.) 
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(35')  (V  +  ^-^)^-^  +  2V.o^-^ 

+  (V  +  ^-')-^.'-2^o^-2v/i  +  (I-r;  =  0     (dans  le  p.  1.). 

La  relation  (33)  nous  apprend  que  le  rayon  r  est  toujours 
réel  et  íini,  quelle  que  soit  la  positiou  du  centre  (^o  "'io^' 

D'ici  la  conclusion  que  les  cercles  nemanniens  sonl  des  lignes 
de  même  nature. 

Sur  le  plan  lobatschewskien  au  contraire  il  y  a  trois  sorte  de 
cercles,  correspondant  aux  trois  hypothèses 

Le  centre  est  respectivement:  A)  un  point  réel  \\  distance 
fini  (cercle  ordinaire)  —  B)  un  point-limite  (horycide)  —  C)  un 
point  ideal  (hypercycle). 

Ces  considérations  déniontrent  que  sur  le  plan  lobatschewskien 
Véquation 

represente  le  cercle-limite. 

Ce  cercle  partage  le  plan  en  deux  regions:  la  region  exlé- 
rieure  ou  idéale  et  la  region  intcrieure  ou  réelle. 

Une  droite  du  plan  est  réelle  ou  idéale  suivant  qu'elle  coupe 
le  cercle-limite  en  deux  points  réels  ou  imaginaires.  Les  droites- 
limites  du  plan  enveloppent  le  cercle-limite. 

§  H 

Ligne  equidistante  d'une  droite.  —  Si  Ton  réduit  les  équations 
(2i),  (24'),  ou  Ton  suppose  «5  constant,  à  la  forme  rationnelle, 
on  trouve  que  sur  les  plans  non-euclidiens  V equidistante  d'une 
droite  est  une  ligne  du  deuxieme  ordre  définie  par  Vune  des  équa- 
tions 

(3  6)  ( «^  +  h-q  +  r)2  =  sin2  í  {a:*  J.  ^2  ^  c^)  ( 1  +  >^  +  -^2) 

(30')  («^  4-  hr,  +  cf  =  sh2  ?j  («2  +  l-  -c^-){\-  2-2 _  .,^2)_ 

Cette  ligne  est  évidemment  une  trajecloire  oi-thogonale  dun 
faisceau  de  j-ayons,  dont  le  centre  est  le  pòle  (réel  dans  le  plan 
riemannien,  ideal  dans  le  plan  lobatsclicwskien)  de  la  droite 
primitive. 

Autrement  dit,  V equidistante  d' une  droite  esl  un  cercle  ordinaire 


n 


ou  un  hypercycle,  suivant  que  le  plan  esf  riemannien  ou  lohals- 
cheuskien. 

Cetle  propriété  est  confirmée  par  Tautre  que  léquidistante 
cl'une  droite  est  une  ligne  à  courbure  constante  (§  33). 

I.es  équations  (36),  (36'),  quand  ou  y  suppose  a  =  í'  =  0,  dé- 
luontrent  que  Vhypercyclr  (*)  (Vhaule.ur  o  dont  Faxe  coincide  avec 
laxe  Oíc,  e^l  represente  par  Viquation 

(S:)  -/j2  _  ^>  ^  ,g2  ,>  _  tg.2  g     (dans  le  p.  r.) 

(37')  r,2  _!_  ^2  ^  i|,2  5  _  th2  í     (dans  le  p.  1.). 

1     í  r-  1  1  1         .        i  norma- 

Aulre    mèthoae.  —  Eu    euiplovanl    ies    ooordounees    , 
,  ,  ^     '  sreogra- 

les  PtG  P 

.'      ^  rhvpercvcle  d'hauteur  o  avant  pour  axe  Taxe  Ox 

phiques  u,  v\        '  "  \q^ò  I        ' 

est  represente  par  réqualion  ,  ^    . 

^  '  I  v  =  ó  ) 

Cela  pose,  il  suffit  de  rappeler  Ies  i'elations  liant  Ies  coordon- 
nées  (p,  q),  (m,  v),  (c,,  r^)  aux  coordonnées  cartésiennes  (x,  y) 
(§§  2,  3,  4),  pour  avoir  aussitòt  Ies  équalions  (37),  (3T). 


§  15 

Repréxentalion  <lex  plans  non-euclidiens  sur  le  p/an  euclidien.  — 
On  demande  de  représenter  Ies  plans  non-euclidiens  sur  le  plan 
euclidien,  sous  la  condition  de  la  conservation  des  droites. 

A  cet  eíTet,  après  d'avoir  établi  sur  le  plan  euclidien  le 
svstènie  d'axes  cartésiens  orthogonaux  Q(^,r,),  en  correspon- 
dance  au  svstème  d'axes  0{x,y)  du  plan  nou-euclidien,  il  est 
évident,  en  vertu  de  ce  que  l'on  vient  de  démontrer  au  §  5, 
que  la  représentation  cherchée  est  définie,  dans  le  cas  le  plus 
general,  par  des  relalions  linéaires  entre  Ies  variables  (ç,  r,)  et 
(tga;,  \'^y)  ou  (thíc,  th?/),  suivant  qu'il  s'agit  d  un  plan  rieman- 
nien ou  lobatschewskien. 

Nous  écrivons  ces  relalions  sous  la  forme  la  plus  élémentaire 

(38)  ^  =  tga;,     r,  =  l^y 

(38')  ^=-lhír,     -/i  =  lh?/, 


(•)  Cette  dóiiomiiiíition  concise  est  conservrc  aus^i  daus  Ic  plan  rieman- 
nien, bieu  qu'clle  soit  iniproprc. 
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en  y  ajoutant  les  aiitres 

(39)  p  =  t<^R 

(39')  p=thR 

qiii  lient  entre  eux  les  ravons  vecteur  oorrespondants  p,R. 

Les  relations  (38),  (38')  nous  apprennent  que  lex  axes  coor- 
donnies  du  plan  euclidien  et  des  plans  7ion-euclidiens ,  sont  des 
droites  correspondantes,  de  sorte  que  les  traces  de  deux  droiles 
conesnondantrs  sur  /es  axes  coordonnies  hoinoni/mes,  sont  des  points 
correspondavts. 

En  particulier  a  V origine  du  systhne  d' axes  O  [x,  y)  correspond 
l origine  de  Vaulre  système  il  (ç,  r^). 

II  resulte  aussi  des  relations  (39),  (39')  que  la  représentation 
conserve  les  cercles  dont  le  centre  est  a  Vorigine. 

Avec  plus  de  généralité,  une  relalion  ímie  quelconque  entre 
^,  -/j  represente  indifféreniinent  une  ligne  plane  non-enclidienne 
et  son  image  sur  le  plan  euclidien.  —  Dans  le  premier  cas  les 
variables  ^,  r,  sont  liées  aux  coordonnées  cartésiennes  íc,  y,  par 
les  relations  (§  4) 

\\\\x  .       '       f  tg  y  ; 

dans  le  deuxième  cas  elles  sont  les  coordonnées  cartésiennes 

ordinaires. 

Ces  considéralions  appliquées    aux  équations  (37),  (3T)  dé- 

.1  riemannienne         I 
montrent  que  la  li^ne  equidistante  d  une  droite  <  ,  ,        ,       , .         \ 
'  o         ^  /    /    ,  louatscnewskienne  \ 

\  hyperbole  ' 

a  pour  imase  euclidienne  une  <      /. 

'  •-  f  ellipse         \ 

Comnie  tgR  peul  prendre  toute  valeur  possible,  tandis  (jue 
th  R  peut  varier  seulenient  entre  O  et  +  1.  on  déduit  des  équa- 
tions (38),  (38'): 

I.  L'image  du  plan  riemannien  envahit  tout  le  plan  euclidien 
jusqu'a  rinfini. 

II.  L'imag;e  de  la  partie  réelle  du  plan  lobatschewskien  est 
comprise  a  Tintérieur  d'un  cercle  Fi  de  rayon  1  ayant  le  centre 
à  1 'origine. 

Le  cercle  Ti  est  l'image  du  cercle-liniite  F,  et  la  région  du 
plan  euclidien  extérieure  à  V\  est  Fiiuage  de  la  région  idéale  du 
plan  lobatschewskien. 

Deux  droites  parallèles  ont  pour  image  deux  droites  qui  se 
coupent  sur  le  ceicle  Fj,  et  vice  versa. 
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Deux  droites  perpeiuliculaires  h  une  droite  réelle  ont  pour 
iinage  dcii\  droites  qui  se  coupent  a  lextérieur  dii  cercle  l^. 

Une  suite  de  points  en  ligne  droite,  ou  de  droites  issues  d'un 
point  fixe,  ont  pour  iniages  des  figures  de  méuie  nature. 

Si  une  droite  r  d'un  plan  non-euclidien  coupe  une  courbe  C 

au\  points  A,  A',  A", Timage  de  la  droite  coupe  Timage 

de  la  courbe  aux  points  Ai,  A'),  A"i, qui  sont  les  images 

des  points  d'intersection,  —  En  particulier  si  une  droite  non- 
euclidienne  est  tangente  ii  une  courbe,  Tiinage  de  la  droite  est 
tangente  a  1  image  de  la  courbe,  et  les  points  de  contact  sont 
correspondants. 

Ces  principes  généraux  suffisent  à  eux-seuls  pour  déduire 
tout  de  suite  une  foule  de  résultats  intéressants.  Ainsi  par 
exemple  si  deux  triangles  non-euclidiens  ont  leu  sommets  correspon- 
dants sur  trais  droites  d'un  faiscéau,  les  trais  couples  de  côlcs  cor- 
respondants se  coupent  en  trois  points  d' une  droite;  et  vice  versa. 

Ces  théorènies,  convenablement  généralisés  suivant  le  pro- 
cede ordinaire  de  la  géométrie  euclidienne,  amènent  à  la  cons- 
truction  graphique  des  figures  homologiques,  etc. 

L'ordre  et  la  classe  d'une  ligne  plane  non-euclidienne  sont 
égaux  respectivement  a  Tordre  et  à  la  classe  de  son  image  sur 
le  plan  euclidien.  —  En  pai-ticulier  sur  les  plans  non-euclidiens 
les  lieux  du  deuxiime  ordre  sont  aussi  des  enveloppes  de  la  deu- 
xiéme  classe;  et  vice  versa. 

Ces  ligues  sont  les  coniques  non-euclidiennes,  caractérisées 
(ainsi  que  les  coniques  ordinaires)  par  les  théorèmes  correlatifs 
de  Pascal  et  de  Brianchon,  etc. 

§  16 
Les  équations  linéaires 

(40)  al^h-í]^c  =  0,     a'q  +  ^'-/j  +  c' =  O  , 

ou  a,  6,  f,  a',  6',  c'  sont  des  constantes,  représentent  à  la  fois 
deux  droites  non-euclidiennes  r,  /'  et  leurs  images  rj,  ;'i  sur 
le  plan  enclidien.  —  En  supposant  que  le  plan  soit  riemannien, 
on  a  (§  8) 

_  ^/{ah'  -  a'bf  +  {ac'  -  a'cf  +  {hc'  -  b'cf 
^    ^       '^^"^-  aa>^bh'  +  cc' 

D'ailleurs  on  sait  de  la  géométrie  analytique  ordinaire  que 

,,-,  ,      ,  .       aV  —  a!h 

(4  2)  tg  (ri  /-'^ '  =  — r — 5^  . 


En  excliiant  le  cas  que  les  drdites  soient  orlho^onales,  pour 
['identifuation  des  deux  expressions  (^il),  (42)  on  doit  avoir  cn 
premier  lieu  cc  =0,  et  coiiséqucinment  c  =  0  ou  bien  c' =  0. 

En  supposant  par  exemple  r'  =0,  c'est-à-dire  que  la  droile  ?' 
passe  a  Torigine,  l'expression  (41)  revieiít  à  laulre 


tp-  /■/•'  =^  — ^^ 

de  sorte  que  la  coudition  d'ideiilité  entre  tg(/r')  et  tg-(7i?i')  se 
réduit  à 

£•2  (a'2  +  ò'2)  =  O  . 

Cette  équation  se  dédouble  eu  les  deux  autres 

c  =  O  ,     «'2  +  ^'^  =  O  , 

Mais  la  deuxième  condition  ne  peut  pas  étre  vérifiée,  car  elle 
entraine  les  autres  conditions 

a'  =  O  ,     ò'  =  O  , 

qui  ne  peuvent  nullement  avoir  lieu,  car  dans  ce  cas  la  deu- 
xième équation  (40)  reviendrait  a  une  identité.  —  II  reste  donc 
seulement  la  condition  £■  =  0,  exprimant  que  la  droit  ;•  passe 
aussi  à  1'origine. 

Si  deux  droites  orthogonales  ont  pour  imagine  deux  droites 
aussi  orthogonales,  on  a  en  vertu  des  relations  (41),  (42): 

aa'  +  hh'  +  £•£•'  =  O  ,     aa'  +  hh'  =  0  . 

Pour  que  ces  conditions  coexistent,  on  doit  avoir  £"£•'  =  (), 
c'est-a-dire  t-  =  O  ou  bien  c'  ^  O, 

Et  comine  ces  résultats  restent  inaltérés  méme  quand  il  s'agit 
du  plan  lobatschewskien,  on  conclut  que  la  condition  nécessaire 
el  suffisante  pour  que  Vangle  de  deux  droites  non-euclidieunes  soit 
égal  à  V angle  de  leurs  images  est :  1'^)  (jue  les  droites  données  pas- 
sent  loutes  les  deux  par  t origine,  si  elles  sont  ohliques  —  2")  que 
Vune  au  moins  de  ces  droites  passe  par  V origine,  si  elles  sont  per- 
pendiculaii  es. 

Applications  —  1"  Si  une  ligne  non-euclidienne  est  définie  par 
une  équation  en  coordonnées  polaircs  (R,  co)  1'origine  étant  le 
pòle  et  Taxe  Ox  l'axe  polaire,  on  obtient  Téquation  polaire  de 
1  image  cuclidienne  en  remplaçant  1\  (dans  Téquation  de  la  ligne 
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(lonnée)  par  are  tag  R  ou  par  2  secteur  (tliR),  suivant  que  le 
plan  est  riemannien  ou  lol)at.sclie\vskien, 

2°  La  figure  forniée  par  un  triangie  quelconque  ayant  un 
soiumet  a  rorigine  et  par  les  irois  hauteurs,  a  pour  image  eu- 
clidienne  une  figure  de  nième  nature.  —  II  s'ensuit  que  les  trois 
hauteurs  (Tun  Iriangle  non-euclidien  pcii^senl  par  mrme  poiíit,   ele. 


§  n 


A  étant  un  point  et  r  une  droite  d'un  plan  non-euclidien,  et 
Al,/'!  leurs  iniages  euclidiennes,  nienons  les  droites  OM,  AP 
perpendiculaires  à  r  et  OH  perpendiculan'e  à  la  droite  AM.  — 
Si  sur  le  plan  euclidien  on  fait  des  constuctrions  analogues,  les 
droites  ilíMi,  íilli  que  Ton  obtient  sont  respectivement  les  inia- 
ges de  OM,  OH  (^  16).  —  Or  si  le  plan  donné  est  riemannien, 
on  a 

sin  AO         tg  (OMA) 


sin  AP        sin  (MOA) 


et  comme  dailleurs  dans  le  plan  euclidien 


Fig.  9 


AiQ        tg(QMiAi)         tg(QM,4,) 


AjPi        sin(MiQAi)        sin  (MOA) 


il  resulte 


sin  AO    Aii2  _    ig(OMH)    _    tg(OMH) 
sin  AP  '  AíPi      tg  (QMiHi)  ~  cot  (MiQHi) 


tg(OMH).tg(MOH), 
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c'est-à-dire  en  ayant  lecours  au  triangle  rectangle  OMH 

,,.,,       sinAO     Aii>              1                                  /,         ,  X 

^     '       sinAP    AiPi       cosOM                            ^                ^  ' 

=  constante     (dans  le  p.  1.). 


shAO     AiQ  ^ I__ 

^      '       sh  AP  '  AiPi       eh  OM 


nemannien 


Cela  denionlre  que  (/uns  Le  plan  •.  ,  ,        ,       , .      ]    le  rapport 
I   ■  ,  '  loUatschewskien  ' ' 

,        .         \  circula i/rs  (  .       .    .    „      .    . 

aes  sinus  ...  aes  aistances  d  un  point  \  a  l  ongine  et 

\  hyperboliques  \ 

a  une  droite  fixe  r,  eH  égal  au  rapport  des  dntances  de  son  image 

Al   à  V origine  li  et  a  la  droite  ri  image  de  \\  mulliplié  par  un 

facteur  tout  a  fait  indipendant  de  la  position  du  point  S.. 

§  18 

Voici  une  inlerpretation  géométrique   reniarquable    des    for- 
mules que  lon  vient  de  démontrei'. 

Si  A  est  un  point  dune  conique  non-euclidienne  K,  tlonl  le 
point   O   est  i'un  des 
foyers   et   la    droite  r 
la     directrice    corres- 
pondante,    le  rapport 


sin  AO 
sin  AP 


sh  AO 
"sirÃP" 


'. 

p 

A' 

^ 

1 

A 

M 
1 

V 

K 
1 

Fig.  10 


estconstant  quelle  que 

soit  la  position  du  point 

A  sur  la  conique  K, 

On  déduit  alors  de 

la    relation    (43),    ou 

(43'),   que   le    rapport 

Aili  .    .,  ,       , 

-T— .— -  est  aussi  constant,   ce  (lui  deniontre  que  sur  le  plan  en- 
AiPi  ^  ^  ' 

clidien  de  représentation  le  point  li  est  un  foyer  de  la  conique 

Kl  iniage  de  K,  et  la  droite  /'i  la  directrice  correspondante. 

Or  comme  ce  raisonnement  peut  ètre  inverti,  on  a   la  pro- 

pi"iété  reniarquable:   Si  une  conique  non-euclidienne  a  l un  de  $es 

foyers  h  Vorigine  des  ajces,  son  image  euclidienne  est  une  conique, 

ayant  pour  foyer  et  pour  directrice  les  iniages  du  foyer  et  de  la 

directrice  de  la  coniqtie  donnce  ;  et  ríciproquement. 
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A  Taidc  de  ce  théorènie  loute  propiiété  relative  aux  foyers 
et  aux  directrices  d'une  conique  enclidienne,  donne  naissance 
à  une  autre  propriété  scniblable  relalive  aux  foyers  et  aux  dire- 
ctrices d'une  coniíjue  non-cuclidienne. 

.\insi,  par  exemple,  en  rappelant  ce  (ju'il  a  lieu  })our  les  co- 
iiiques  ordinaires,  on  a  qu'w«í?  conique  non-euclidieane,  rapportée 
a  Vun  de  ses  foyers,  est  reprísentée  par  i tqxuUioii  polaire 


tgR|    p_ 

th  R  (       1  —  e  cos  CO 


=  w^-f  nvj+yo  , 


e,  ni,  11,  p  ítant  des  constantes. 

Reciproquenient  toute  équation  polaire  affecíant  lune  de  ces 
formes,  represente  une  conique  non-euclidienne  ayant  l' origine  pour 
foyer  et  la  droite 

me,  -\-  n'q  -\-p  =  O 

pour  directrice  cor respond ante. 

§  19 

Sur  les  rayons  vecteurs  OA  =  R  joignant  le  pôle  O  aux  points 
successiís  d'une  ligrie  plane  rieinannienne  L,  pi-enons  d'autres 
rayons  vecteurs  OA' —  R'  tels  qu'ii  soit  toujours 

et  soit  L'  le  lieu  des  extrémités  des  vecteurs  R'. 

Si  Ton  fait  la  représentation  du  plaii  riemannien  sur  le  piau 
euclidien,  les  rayons  vecteurs  Ri,  R'i  des  ligues  Li,  L'i  images 
des  lignes  données  L,  L',  vérifient  la  relation 

B iR'i  =  tg  R .  tg  R'  =  tg  R .  cot  R  =  1  . 

Cela  démonlre  que  deux  ligues  a  rayons  vecteurs  complímen- 
taires  dtcrites  sur  le  plan  riemannien.  ont  pour  images  euclidiennes 
deux  lignes  inverses  par  rapport  a  un  cercle  de  rayon  unitaire;  et 
réciproquement, 

§20 

Rapports  anharmonicjues.  —  On  appelle  rapport  anharmonique 
ou  hirapport  de    (juatre    points  A,  R,  (j,  D  fí'une  droite  eucli- 


;^i 


dienne,  rieniannienne,  lobatscheWvskienne  respectivemenl  la  Ibn- 
otion 

IC     AD 


(ABCD) 


sin  AC      sin  AD 


sin  BC 
sh  AC 


sinBD 
shAD 


shBC   '  shBD 


On    appelle    rapport   a/i/innnonique    ou    birapport    de    quatre 
rayoiis  d'un  íaisceaii,  la  ioiiclion 


{ahcd) 


sin  (ac)     sin  {ad) 
sin  (bc)     sin  (hd)  ' 


quelle  que  soit  la  nalure  du  plan  contenanl  la  figure. 

Théoreme. — Le  rapport  anharmonique  de  qualre  points  d^une 
droite  est  égnl  au  rapport  anharmonique  des  quatre  rayons  proje- 
tant  les  points  donnh  d'un  centre  quelconque. 

Si  PA  =  «,  PB  =  i,  PC  =  c,  PD  =  r/  sont  les  rayons  projetant 
du  centre  P  les  quatre  points  A,  H,  C,  D  de  la  droite  /,  les 
triangles  PAC,  PBC,  PAD,  PBD,  dans  riiypothése  du  plan  rie- 
mannien,  donnent  les  relations 


sin  Á 


sin  {ac) 

sin  AC         sin  PC 

sin  (bc)         sin  (PBC) 


sin  BC 

sin  PC 

sin  {(id) 

sin  A 

sin  AD' 

sin  PD   ' 

sin  (hd) 

sin  (PBD) 

sin  BD 


sin  PD 


d'ou  il  suit  par  division 


sin  [ac)  _  sin  (hc)  sin  A  sin  {ad)     sin  (hd)  sin  A 


sin  AC      sin  BC       sin  (PBC)         sinAD      sin  BD       sin  (PBD) 
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et  enfiii: 

sin  («r)     sin  (ad)        sin  AC      sin  AD         .  ,    ,.       /in/^rxx 
sin(^c)     sm{bí/)        sin  BC      smBD  '      ^         ^      ^  ^ 

Déinonstralioii  aiialogue  daiis  Ic  piau  lobalschewsklen. 

Coro/laircs. —  1°  Quai/e  rnyons  a,  b,  c,  d  í/'ww  faisceau  sont 
coupés  par  deux  Iransversales  r,  r'  en  deux  groupes  de  qualre  points 
A,  B,  C,  D,  et  A',  B',  C,  D'  ayant  même  rapport  (mhaniwniíjue. 

En  ellet 

(ABCD)  =  {abcd),     (A'B'C'D')  =  {ahcd) , 

et  conséquemment     (ABCD)  =  (A'B'C'D') . 

2°  Quatre  points  A,  B,  C,  D  d' une  droite  sont  projetés  de  deux 
centres  P,  P'  par  deux  groupes  de  qualre  rayons  a,  b,  c,  d  et 
a',  b',  o',  d'  ayant  mcme  rapport  anharinonique. 

En  eflet 

{ahcd)  =  (ABCD)  ,     {a'h'c'd)  =  (ABCD) , 

d'ou  il  suit  [ahcd)  =  {a'b'c'd')  . 

Autrement  dit,  /e  /apporl  anharinonique  de  quatre  éUmenls 
(points  ou  rayons)  nest  pas  altirc  ni  par  tine  projection  ni  par 
une  section. 

Théorlme.  —  La  transformalion  définie  par  les  relations  (38), 
(38')  conserve  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  quelconques 
d'une  droite,  et  de  quatre  rayons  quelconques  dhine  faisceau. 

1°  wSi  les  points  donnés  A,  B,  C,  D  sont  sur  Taxe  Oíc,  et 
conséquemment  leurs  images  Ai,  Bi,  Ci,  Di  sur  Taxe  Í2q,  on  a 

nAi-tgOA,     í2Bi=iyOB,      í2Ci-tgOC,     ílDj  =  ig  OD . 

II  resulte  d'ici: 

AtCi     A^Di^  _  ilCi-()Ai      í2Di-í2Ai 
(AiBiCiDi)--^^^^  :  j^  j^^        i2Ci-í)Bi    '  í2D,-í)Bi 

tgOC  — tgOA     tgOD  — tgOA 


tgOC  — tgOB     tgOD  — tgOB 

(sin  OC.cos  OA  —  cos  OC.sin  O  A)  cos  OB 

(sin  OC.cos  OB  —  cos  OC.sin  OB)  cos  O  A 

(sin  OD .  cos  O  A  —  cos  OD .  sin  OA)  cos  OB 

(sin  OD .  cos  OB^-os  ÕD  .  sin  OB)  cos  OA 

sin(OC  — OA)    sin(OD  — OA)      sin  AC    sinAD      ,,„^.,, 
•  •  =  (ABCD). 


sin  (OC  —  OB) '  sin  (OD  —  OB)      sin  BC '  sin  BD 


33 


2"  Les  poiais  donnés  A,  li,  Ç,  D  soient  sur  une  droite  quel- 
conque  ?",  et  conséqueinment  leurs  images  Aj,  Bj,  Cj,  Di  sur 
limage  ri  de  r. 

Si  de  deux  points  corrçspondanls  P,  Pi  on  projelte  les  points 
(A,  B,  C,  D),  (Al,  Bi,  C|,  Dl)  respeclivemenl  eu  (A',  B',  C,  D'), 
(A'i,  B'i,  G'i,  D'i)  sur  les  axes  Oíc,  í2^,  on  a 

(ABCD)  =  (A'B'C'D'),     (AiBiCiD,)  =  (A'iB'iC'iD'i) , 

et  comme 

(A'B'C'D')  =  (A'iB'iC'iD'i), 
il  resulte  aussi 

(ABCD)  =  (AiBiCiD,). 

Sil  s'agit  de  deux  faisceaux  P,  Pi  de  quatre  rayons  (a,  6,  c,  </), 
(«1,  èi,  Cl,  í/j),  en  les  coupant  par  deux  droites  correspondantes 
r,  /'i,  on  obtient  les  gi"oupes  de  quatre  points  correspondantes 
A,  B,  C,  D  et  Aj,  Bi,  Ci,  Di.  Or  on  a,  en  vertu  des  ihéorèmes 
précédents 

{ahcd)  =  (ABCD) ,     (aièiaí/i)  =  (AiBiGiD,) , 

et  puisque  (ABCD)=(AiBiCiDi),  ií  resulte  aussi  (ahcd)={a\hiCi(l{). 
Démonstrations  analogues  dans  le  plan  lobatschewskien. 

§21 

Les  conséquences  que  Ton  peut  tirer  de  ces  principes  sont 
innombrables. — Voici  les  principales: 

1.  —  Deux  formes  projectives  07it  pour  nnages  deux  fonnes  aussi 
projectives. 

2.  —  En  particulier  un  groupe  harmoriique  de  points  ou  de 
rayons  a  pour  image  un  aulre  groupe  liarmonique. 

3.  — Pour  que  deux  fonnes  géomttriques  soienl  projecltves,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  les  groupes  fon7iés  par  quatre  couples 
d'éléments  correspondanls  quelconques,  aienl  mhne  rapport  anhar- 
monique. 

4.  —  Deux  formes  superposées  en  involulion  onl  pour  images 
deux  fonnes  superposées  aussi  en  involution. 

Sur  Taxe  coordonné  He,  du  plan  euclidien  de  représentation 

considérons  une  involulion  de  points  ayant  le  point  central  à 

Torigine  Í2,  ce  qui  dans  la  queslion  actuelle  ne  nuit  nullement 

a  la  généralité.   Or  si  Ai,  A'i  est  une  couple  de  points  conju- 

VoL.  V  —  N.o  1  3 


u 

guês,  on  a  la  relalion 

/•  étant  une  constante.  —  Cette  égalité,  transformée  a  Taide  des 
relations  (38),  (38'),  donne  le  théorème  : 

Sw  les  plans  non-euclidiens  une  involution  de  points  est  consti- 
luée  par  les  couples  de  poinís  (A,,  A',)  dont  les  dislances  OA,,  OA'j 
h  un  point  fixe  O  vêrifient  la  relation 

tg  OAi .  tg  OA'i  =  constante  (dans  le  p.  r.) 

th  OA;.  th  0A',  =  constante  (dans  le  p,  1.). 

En  appelanl  O  le  poinl  cenlral  de  linvolution,  on  peut  com- 
pletei' la  propriélé  ci-dessus,  en  disant: 

La  transformalion  définie  par  les  relations  (38),  (38')  réduit  le 
point  central  de  toute  involution  de  points,  au  point  central  de 
iimage. 

5.  —  La  relation  segmentaire  connue,  relative  a  six  points 
d'une  droite  euclidienne  faisant  partie  d'une  nième  involution, 
est  remplacée  sur  les  plans  non-euclidiens  par  d'autres  relations 
segmentaires  d'une  forme  analogue. 

6.  —  Pour  le  quadrangle  et  le  quadrilalère  complets  non-eu- 
clidiens, subsislcnt  les  propriétés  projcctives  connues. 

7.  —  Pour  les  coniques  nou-euclidiennes  subsistent  Ic  théo- 
rème de  Df.sargues,  les  propriétés  fondamenlales  des  pòles  et 
des  polaires,  les  propriétés  projcctives  des  foyers  et  des  dire- 
ctrices,  la  génération  projective  des  coniques ,  etc. 

Bref  on  peut  construire  sans  peine  toute  la  géométrie  proje- 
ctive des  plans  non-euclidiens,  géométrie  qui  (sauf  certaines 
restrictions  inévitables)  est,  dans  son  allure  générale,  tout-ii  fait 
semblable  à  la  géométrie  projective  ordinaire. 

CHAPITRE  III 

§22 

Tangente  et  normale  a  une  ligne  plane,  —  Comme  Téquation 
générique 

(1)  /í.^)  =  o 

represente  à  la  fois  une  ligne  non-euclidienne  L  et  son  image  A 
sur  le  plan  euclidien,  et  comme  d'ailleurs  les  tangentes  a  ces 
lignes  L,  A  en  dcux  points  correspondanls  sont  des  droiles  cor- 
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respondantes  (§  15),  ou  conclui  que  Véqualion 

(2)  Yi-r,  =  ^^^{B-'^) 

{oú  H,  3  désignent  les  coordonnées  courantes)  définit  la  tangente  a 
la  courbe  (I)   au  point  gcnérique  (^,  ■/]),  pourvii  que  le  coefficient 

différentiel  —j-  soit  calcule  à  1'aide  de  l'équalion  (I)  de  la  ligne, 

La  correspondance  qui  a  lieu  entre  les  tangentes  des  lignes 
L,  A  démontre  que  les  considérations  que  Ton  íait  d'()rdinaire 
pour  la  tangente  d'une  ligne  plane  euclidienne,  telles  que  Texis- 
tence  ou  la  non-existence,  Tunicité  ou  la  multiplicité  et  autres 
particularités  de  cette  droiíe-limite,  peuvent  ètre  étendues  à 
une  ligííe  non-euclidienne. 

Écrivons  Téquation  (2)  sous  la  forme 

d^  ^^      ^  d^ 

et  appliquons  ensuite  la  condition  d'orthogonalité  de  deux 
droites  (§  8).  On  Irouvc  ainsi  que  la  normale  a  la  ligne  (1)  au 
point  gênérique  (ç,  tj),  est  définie  par  Véquation 

(3)  H-yj  = ''-—r (3-1)      (dans  le  p.  .-.) 

í^,4  +  (l-f) 
(3')  H— >)= 5 (2-£)     (dans  le  p.  !.)• 

(i-l')^  +  5yi 

Application.  —  La  tangente  au  point  gênérique  A(^,r,)  d'un 
hypercycle  lobatschewskien  [§  14,  formule  (37')]  a  pouréquation 

H--^=-tha— J=(a-^). 

Cette  droile  coupe  Taxe  Ox  au  point  Ao  d'abscisse 


^'^ 0757^ 
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et  d'ailleurs  les  coordonnées  ç,  7],  vériíient  Téquation  de  Tliy- 
percycle.  En  appelant  donc  ^  la  dislance  entre  les  points  A,  Ao, 
on  a  (§  4) 

chA  =  0,     dou  il  suit     A  =  y/^. 

Ln  calcul  analogue  eílectué  en  partant  de  Téquation  (37)  du 
§  14,  porte  a  la  relalion 

ce  qui  démontre  que  \' hypercycle  coyidilue  un  cas  particulier  de 
la  traclrice  (courbe  aux  tangentes  consta7ites). 

§23 

Are  élémentaires.  —  Remarquons  d'aboid  (\\\une  expression  de 
la  fo/?)ie 

A  +  B</í  +  Cdt- 
A,  B,  C  ttant  des  quantitiS  fi/iies,  diffne  de  1'aulre 

dl'^ 


par  des  infiniment  petits  d'ordrc  supírmcr. 

Cela  pose  si  Ton  signe  sur  la  courbe  donné  deux  points  infi- 
niment rapprochés  A  (^,7;),  B  (;; +  «'^,  >1 +  «^>i),  conime  Tare 
infiniment  petit  í/a  =  AB  peut  èire  remplacé  soit  par  sinAB, 
soit  par  shAB,  on  peut  employer,  dans  le  calcul  de  ds,  les 
formules  (i),  (4')  du  §  4. 

On  trouve  alors,  Cxi  appliquant  le  lemme  précédent 


,..              .         ,        ^d^^-hdri^~\-Cqd^—'^dqy^         /j         i  .n 

(4)  ds  — -^ — i^ — -, í—        (dans  le  p.  r.) 


(40  ds=^    ^  '    ^y    \ — 5l_í^       (dans  le  p.  1.). 

'  1  _  ^^ yj-i 

Ces  formules  gardent  évidemment  mème  forme,  quelle  que 
soit  la  variable  indépendante. 

Coordonnées  polaires,  —  Considérons  d'abord  Tare  circulaire 
AM  =  f/a  de  centre  O,  de  rayon  OA  —  R  et  correspondam  à 
Tangle  au  centre  AOM  =  r/co. 
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Si  AC  est  la  tangente  au  corcle  en 
OAC  donne  une  des  relations 


sin  AC  =  sin  R .  sin  (r/to)  , 
sh  AC  =  sh  R  .  sin  (í/co)  . 

Mais  comme,  en  néglig^eant  des  infi- 
ninient  petits  d'ordre  supérieur,  on 
peut  prendre 

sin  AC  =  sin  AM  =  AM  =  í/ct  , 
sh  AC  =  sh  AM  =  AM  =  r/a  , 
sin  (í/to)  =  </co  , 
il  resulte  enfin 


le  trianglc  rectangie 


(5) 


í/a 


isin  R.í/oj 
'  sh  R .  (/(O . 


Cela  pose,  si  l'on  déorit  une  ligne  arbitraire  L  passant  par  A 
et  coupant  OC  en  B,  le  triangle  reciangle  infiniment  petit  AMB 
donne  pour  expression  de  larc  élémentaire  AB: 


(6) 
(6') 


ds  =  \/dW'^-\-  sli«R.(/a/^ 


(dans  le  p.  r.) 
(dans  le  p.  1.). 


Les  formules  (4),  (4')  peuvent   se  dériver  des  relations  (5), 
(5').  On  a  en  effet 

et  d'ailleurs  si  (a,  [5),  (cti,  [5|)  sont  les  angles  que  les  rayons  ve- 
cteurs  O  A,  OB  font  avec  les  axes,  on  trouve  par  1'application 

du  lemnie  précédent 

f 


cos  «1 


cos  S 


/q-^  +  V 


cos  Si  = 


■q  +  f/-/j 


et  conséquemment 


i/^^  +  T 


cos  ((/to)  = f.^         .,  ,      sin  (rftij)  —  r/(o  =  -^^.     g 
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En  éliminant  R  et  da)  entre  ces  équations  et  la  (5),  on  tombe 
sur  la  formule  (4). 

Coordonnées  géographiques.  —  Si  des  points  consécutifs  A  (w,  d), 

B  (w  +  du,  V  -\-  dv)  on  abaisse  les 
perpendiculaires  AC,  BD  à  Taxe 
Oíc,  et  du  point  A  la  perpcndicu- 
laire  AN  a  BD,  on  conslruit  le 
quadrilalère  trireclangle  CDNA 
qui,  dans  rii\ polbèse  du  plan  rie- 
mannien,  donne  la  relation  (§  3) 


du 

Fig.  13 


sin  AN 
sin  CD 


cos  AC  =  cos  V  , 


c'est  à-dire  (en  remarquant  que  AN  et  CT)=du  sont  des  infini- 
ment  petits) 

(7)  AN  =  cos  D.  r/w. 

Cela  pose,  si  Ton  a  recours  au  triangle  rectangle  ANB,  et 
que  Ton  opere  d'une  façon  analogue  dans  le  plan  lobatschews- 
kien,  on  trouve  les  expressions: 


(8) 
(80 


ds  =  \/  cos^  V  du^  -\-  dv'^ 
ds  =  \/  ch^  V  du^  -\-  dv"^ 


(dans  le  p.  r.) 
(dans  le  p.  1.). 


Celles-ci,  transformées  à  Taide  des  relations  qui  ont  lieu  entre 
les  coordonnées  u,  v  et 


Iga; 


iby 


(§  3),  revicnnent  aux  formules  (4),  (4'). 

.        .         ■         \  W,  (6),  (8) 
Remarque.  —  Les  equalions   {;,.    ;J.    ^J. 

1(4'),  (b'),  (8') 

riemannien  i 


expriment   Télé- 


ment  linéaire  du  plan 


pourvu   que  les  va- 


lobatschewskien 

riables  paraissant  dans  ces  formules  soient  considérées  comme 
des  variables  indépendanlcs  entre  elles. 


§24 


Applications. —  1"  Si  R  est  constant,  les  équations  (5),  (5'), 
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iiitégrées  entre  les  limites  to  =  O  et  w~6,  donnent 

lÔ.sinR 


(9) 


sh  K 


Telle  est  Ia  longueur  de  l'arc  circulaire  (riemannien  ou  lo- 
batschewskien)  de  rayori  R,  correspondant  à  Tan^^le  au  centre  d. 

Pour  d  =  2r^,  les  formules  (9)  donnent  la  longueur  dcs  cer- 
cles  non-euclidiens. 

En  particulier  (§  ít)  /a  droite  nemannienne  est  une  ligne  fermée, 
ayant  la  longueur  constante  1%. 

2"  Dans  Téquation  (1)  et  dans  son  analogue  du  plan  lobals- 
chcwskien,  on  peut  remplacer  AN  par  Tare  AB  de  la  li^ne,  la 
diílérence  entre  ces  lignes  étant  un  infiniment  petit  d'ordre  su- 
périeur.    On    conclut    alors    qu'wn    are    quelconque    d' hypercycle 

!  riemannien         I  ■     ,  „ 

,  ,        ,       , .     }  est  esal  a  sa  proieclion  sur  laxe,  multipliée  par 
lovatscheioskien  \^  ^  ^     •>  r       r 

,         .         \  circulaire        )    ,    „, 
le  cosinus  \  de  l  hauteur. 

I  /lyperoolique  ) 

3°  Si  lon  suppose  s  =  ??ím,  avec  m  constante,  on  trouve  par 

Tapplication  des  relations  (8),  (8') 

dv 


.s/w?  —  cos^v 
du=  \ 

dv 


V  m^  —  ch'^  V , 


Cela  démontre  que  la  ligne  non-euclidienne  dont  un  are  quel- 
conque a  un  rapport  constant  m  avec  sa  projection  sur  une  droite 
{axe  des  x)  est  définie  (en  coordonnées  géographiques)  par  une  des 
équations 

(10)  »+'=r7rfi 


cos 


.2^ 


(•"■)  -Ht^"^^ 


ch^  V 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

La  seule  condition  restrictive  à  laquelle  la  constante  m  doit 
satisfaire,  est  w>  1  dans  le  plan  lobatschewskien. 

La  quadrature  indiquée  dans  Téquation  (10),  dans  le  cas 
/«^  1,  conduit  évidemment  aux  fonctions  elliptiques.  —  Dans  le 


iO 


cas  m  =  1  on  obtient  réquation  três  siniple 

c'est-a-dire,  en  coordonnées  cartésiennes : 

(12)  cot?/  =  —  cosóc.sh  (£c-[-c) . 

Dans  la  ligue  riemannienne  définie  par  une  des  équations 
(11),  (12)  les  problèines  de  la  divisiou  d'un  are  quelconque  en 
partics  égales,  ou  ])las  généralement  en  parties  proportionnelles 
;i  des  nonibres  ou  a  des  segments  donnés,  sont  ramenés  aux 
problènies  analogues  sur  Taxe  des  x. 

4°  L  équalion  de  la  droite  parallèle  a  l'axe  Ox  et  coupant  le 
segment  jj.  sur  l'axe  O?/,  peut  ètre  mise  sous  la  forme  (|   12) 

(13)  lhv  =  lh\i..e-". 

On  obtient  d'ici  la  relation 

.  .  dv  dv 

dU  =  cot  li  ti  .  «■"  r-r = \ j — 

ch^z;  shK.chí; 

qui,  modifiée  a  Taide  des  équations  (8'),  (13),  donne  par  inte- 
gra tion 

c  étant  une  constante  arbitraire,  que  1  on  doit  prendre  égale  à 
ip  log  sh  [i,  si  Ton  conipte  les  segments  s  de  la  parallèle  a  à 
partir  de  Taxe  Oy. 

Or  si  l'on  remarque  que  v  <C  ['>■■,  pour  faire  en  sorte  que  5  soit 
positif  il  faut  prendre,  dans  les  équations  ci-dessus,  les  signes 
inférieurs.  On  en  conclut  que  le  segment  s  de  la  parallèle  a, 
complé  à  partir  de  l'axe  Oy,  est  exprime  par  une  des  forjnules 

(14)  5  =  log  (^^  =  log  (eh  |x  v/e2"-th27).      • 

§25 

Aire  d'une  surface.  —  S'il  s'agit  d'évaluer  Taire  des  triangles 
et  des  polygònes  plans,  il  est  convenable  de  prendre  pour  unité 
de  mesure  le  triangle  ou  Vexeis  angulaire  (en  géométrie  rieman- 
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nienne)  et  le  difaut  angulaiie  (en  géométrie  lobatschewskieime) 
est  un  angle  droit. 

Nous  avons  dans  le  premier  cas  le  triangle  riemannien  tri- 
rectangle,  dans  le  deuxième  cas  le  triangle  lobatschewskien  ofi 

chaque  angle  est  —  d'un   angle    droit.  —  Mais    ces    unités    ne 

o 

sonl  pas  eniployées  dans  Tévaluation  des  aires  coniprises  entre 
une  ou  plus  courbes.  Cest  donc  le  cas  de  les  reniplacer  par 
d'autres  plus  convenables,  telles  par  exemple  que  le  quadrila- 
lère  trirectangle  ayant  deux  còtés  consécutifs  égaux  à  Tunilé  de 
longueur,  le  quadrilatère  équiangle  dont  les  cotes  sont  égaux  a 
Tunilé  de  longueur etc. 

IMais  si  Ton  veut  une  analogie  plus  intime  avec  ce  que  Ton 
a  dans  la  géométrie  euclidienne,  Tunité  daire  h  préférer  est  le 
pseudocarré,  c'est-a-dire  le  quadrilatère  ABCD  compris  entre  un 
segment  rectiligne  AB  égal  à  Tunité  de  longueur,  deux  autres 
segments  rectilignes  AC,  BD  de  longueur  unitaire  perpendicu- 
laires  h  AB,  et  l'arc  CD  dhypercycle  dhauteur  1  et  d'axe  AB 
(unitf  naturelle  d'aire). 

Mais  dans  la  suite  on  exprimera  Taire  de  toute  figure  non- 
euclidienne  F  en  carrés  unitaires,  comme  s'il  s'agit  dune  figure 
euclidienne,  sauf  à  employer  la  relation  evidente 


Aire  de  F  en  pseudocarrés  = 


Aire  de  F  en  carrés  unitaires 
Aire  du  pseudocarré  en  carrés  unitaires    ' 


si  Ton  veut  Taire  de  la  figure  F  en  unités  naturelles. 


§26 


Aire  élémentaire.  —  Le  quadrilatère  })lan  CDCD'  compris  entre 
les  perpendiculaires  ACC,  BDD' 
a  Taxe  Ox  en  deux  points  con- 
sécutifs A,  B  et  les  deux  hy- 
percycles  infiniment  rapprochés 
CD,  CD'  ayant  Taxe  comniun 
Ox,  peut  ètre  considere  (à  cause 
de  ses  dimensions  infinitésima- 
les)  comme  un  rectangle  eucli- 
dien.  On  a  donc 


7 

C     D^ 

dv 

^,.,--^ 

D 

/^ 

L^ 

du 

0 

u 

l 

^      I 

3 

Aire  CDCD'  =  CD  x  CC. 


Fig.  U 


Í2 

Or  si  l'on  suppose 

OA  =  w,     AC  =  i;,     OB  =  u-{-(lu,     BD'  =  v-{-dv, 

on  déduit  de  réqualion  (7)  du  §  23: 

CD  =  AB  .  cos  AC  =--  cos  v  .du,     CC  =  dv 

et  conséquemment 

Aire  CDCD'  =  cos  v  .  dvdu . 

Et  comme  laire  CDCD'  est  évidemment  la  différentielle  de 
Taire  du  quadrilalère  ABCD  oorrespondante  à  raccroissement 
dv  de  la  coordonnée  v,  on  a  la  formule 

(\b)  Aire  ABCD  =  /  cos  v  .  dvdu  =  sin  v  .du. 

Jo 

Celle-ci,  dans  le  plan  lobatschewskien,  est  remplacée  par 
Tautre 

(1 5')  Aire  ABCD  =  fchv  .  dvdu  ^shv  .du. 

Cela  pose,  si  Ton  décrit  une  ligne  arbitraire  L  passant  par 
les  points  C,  D',  comme  la  diílérence  enlre  les  aires  ABCD', 
ABCD  est  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur,  on  a  le  théo- 
rème:  L'aire  élémentaire  dS  comprise  enlre  une  ligne  plane  quel- 
conque,  Vaxe  des  x  et  deux  ordonnées  infinimenl  rapprochées,  est 
exprimée  (en  coordonnées  géographiques)  par  une  des  formules: 

(16)  dS^=s\nv.du 
(16')                                      dS=s>hv.du. 

Si  Ton  veut  introduire  ici  les  coordonnées  (ç,  rj,  il  faut  avoir 
recours  aux  relations  (7),  (T)  du  §  3  et  (2),  (2')  du  §  4,  ce  qui 
donne 

(17)  ^S=  '^^'^ 


■ndl 


(17')  dS  = 

(l+^2)^/l_^2_^2 
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En  diíFérentiant  ces  équations,  on  trouve  pour  cxpression  de 
Taire   du    quadrilatère   ayant    pour   sommets    les   points   (^,  t,), 

{l  +  dl,  -n),  (l,  n  +  d-n),  (E  +  dl  -n  -f  d-n) : 


dl, .  dr,  dX  .  dn 

L  cos^  R 

d^s=^r 

de  .  d-fi  de,  .  dn 


1        ch3  R 

R  étant  le  rayon  vecteur  issu  de  Torigine. 

II  s'ensuit  que :  Uaire  de  la  partie  du  plan  comprise  entre  une 
ligne   arhilraire,    1'axe   des   x   et   deux   ordonnées  quelconques,  esl    Ç 
donnée  par  une  des  formules 


(18)       S  = 


(18')       S  = 


k 


cos^  R 
■n .  d\ 


d"^  .  d-q 


,fl- 


ch^R 


r 

dl 

.d-n 

(1 

3 

(dans 

le  p. 

r.) 

^ 

rf^ 

éq 

(1- 

-i'- 

3 

(dans 

le  p. 

1.) 

les  intégrales  étant  étendues  entre  des  limites  convenahles. 
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p.  lusitanicus  Nym.,  Macli.  in  loc.  cit.  31. — Littoral  do 
sul. 

var.  valcnlinus   (Willk.);   D.   Broteri,  p.   macrophyl- 
lus  Willk.,  Mariz  in  loc.  cit.  —  Centro. 

273.  !r>.   Insitánicns,    Brot.   in   Fl.   lusit.  11,    177  et   in 

Phyt.  lusit.  I,  173,  tab.  70;  D.  attenuatus,  Lin.,  non 
Sm.  —  Desde  o  Douro  e  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

27  4.  T>.   attenirátirs,    Sm.   in    Act.   Soe.  Linn.  11,  301  ; 
.1.  Hcnriq.  in  Boi.  Sjc.  Brot.  iii,   122. 

raç.  boireiísis,  Samp.;  Dianthus  cintranus.  Bois.  et 
Beut.  (nom.  err.);  Mach.  in  Cat,  met.,  30;  D.  Tole- 
tanus,  Mach.  loc.  cit.,  non  Bois,  et  Reut.;  D.  atte- 
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nuatus  var.  pyrenaicus.  .1.  ífeniic[.  in  Idc.  cit.  — 
Beiras  (desde  a  Serra  da  Gralheira  á  Sena  da  Es- 
trella), 

275.  X>.  g-raníticus,  Jord.;  Samp.  in  Revista, 

var.  Marizi,  Sanip.  in  An.  Sc.  Nat.  x,  li-,  D.  pun- 
geiís,  IMariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  v,  12,  non  Godr. 
—  Desde  Bragança  e  Montalegre  ao  Marão. 

276.  D.   Lang"eiíi:iri.s,   Willk.-,   J.   Henriq.  in  Boi.  Soe. 

Brot,  III,  47. — Desde  Castro  Laboreiro  eLarouco  ao  Marão. 

277.  r>.  F»lanéllae,    Wk,,   Mariz  in  Boi,    Soe.   Brot.  v, 

119-,  D.  caespitosifolius,  Plan.  in  Ens.  Fl.  Gall.,  118,— 
Na  margem  do  rio  Minho,  desde  Melgaço  a  Monção, 

278.  I>.  IBalbísii,  Ser.,  Samp.  in  An.  Sc.  Nat.  x,   12. 

var.  algarbiensis  (Mariz)  Samp.  in  loc.  cit. ;  D.  Tole- 
tanus  var.  algarviensis,  Mariz  in  Boi.  Soe.  lirot. 
V,  liy.  —  Algarve  (entre  as  Caldas  de  Monchique 
e  Villa  Nova  de  Portimão). 

279.  I>.   aiTiiéma,  Lin.,  IMariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  vii,  72. 

—  Miranda  do  Douro  (n.  v.). 

Cultivam-se  nos  jardius  diversas  variedades  ornameutaes  do  D.  ca- 
ryophyllu^,  Lin.  (Cravos),  do  I>.  plumarius,  Lin.  (Patifes,  Cra- 
vos da  Escócia),  do  I>.  barbatU!;),  J^in.  (Cravinhos  da  China)  e  do 
D.  siiieusis,  Lin.  (Cravinas^  Cravclinas,  Mauritanias,  Cravos  de 
poeta). 

78.  TÚNICA,  Rupp. 

280.  T.  prolífera  (Lin.)  Scop.;  Dianthus  prolifer,  Lin., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  i[,    176;   Kohlrauschia  prolifera,   Kth. 

—  Todo  o  paiz. 

raç.    velutína    (Guss.);    Dianthus   velulinus,    Guss., 
Mach.  in  Cat.  met.  30.  —  Norte  e  centro. 


70.  PETRORRHAGIA,  Link. 

281.  t*.  saxiíraga  (Lin.)  Link.;  Dianthus  saxifragus,  Lin.; 
D.  filiíbimis,  Cav.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  177;  Túnica 
saxifi^aga,  Scop.  —  Douro  e  Beira, 
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Fam.  XIV— ALSINàCEAE,  Wahl. 
80.  HOLÓSTEUM,  Dill. 

282.  H.  Lii:iibellá.tu.m5    Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,    125. 

—  Tra/.  dos  Montes  e  Alto  Douro. 

81.  MOÉNCHIA,  Eh  ih. 

283.  IVI.  erecta  (Lin.),  Gaert.  May  et  Scherb.;  Sagina  ere- 

cta, Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  214;  Cerastium  erectum, 
Coss.  et  Germ. — Todo  o  paiz. 

raç.  octándra  (Ziz.);  Sagina  octandra,  Ziz. ;  Moenchia 
octandra,  Gay.  —  Aiemtejo  (Odemira!). 

82.  CERASTIUM,  Lin. 

284.  C  gfloraeríltiim,  Thuil.;  C.  \iscosuni,  Lin.  in  Sp. 

pi.  ediç.  1.*  226;  C.  vulgatum,  Lin.  in  herb.  et  in  Fl. 
Suec.  ediç,  2.^,  152;  C.  vulgatum  ^.  viscosum,  Brot.  in 
Fl.  lusit.  II,  2t8. — Todo  o  paiz. 

for.  apétalum  (Dum.).  —  Com  o  typo,  em  varias  lo- 
calidades. 

285.  C   bra.cl1ypetalu.1ri5   Desp,,   Mariz  in  Boi.    Soe 

Brot.  V,  95.  —  Traz  dos  Montes  e  Algarve  (n.  v.). 

var.  tauricum  (Spreng).  —  Coimbra! 

286.  C    triviálo,   Link.;    C.    vulgatum,    Lin.    in    Sp.    pi. 

ediç.  2.^,  269,  non  in  Fl.  Suec.  nec  herb.,  Brot.  in  Fl. 
lusit.  II,  218  p.  p.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

287.  C  púniilum,  Curt.,  J.  Henriq.  in  Exp.  scient.  113; 

C.  glutinosum,  Fries.,  Mach.  in  Cat.  met.  101.  —  ^orte 
e  centro. 

raç.  tetrándram  (Curt.);  Cerastium  tetrandrum, 
Curt.,  Samp.  in  An.  Sc.  Nat.  vi,  70.  —  Norte,  nos 
areaes  maritimos. 

var.  crassifolium.  Merino  in  Fl.  Gall.  i,  243.  — De 
Caminha  a  Villa  do  Conde. 
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288.  C  semidecánclm.rn,   Lin.;   C.  varians,   Coss.  et 

Gerni.  var.  fallax,  Sainp.  in  An.  Sc.  Nat.Jjvií,  non  Guss. 
—  Traz  dos  IMontes  e  margens  do  rio  Douro. 

289.  C   lEtiaei,  Desni.,  J.  Ilenriq.  In  Exp.  scient.  113. — 

Serra  da  Estrella,  na  região  alta. 

83.  MALÁCIIIA,  Fries. 

290.  ]\X.    aquíltioa    (Lin.)    Fries.;    Ceraslium   aquaticuni, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusil.  ir,  219;  Stellaria  aquática,  Scop.; 
Malachium  aquaticuni,  Reich. — Desde  o  Minlio  a  Coim- 
bra (aqui  e  ali). 

8^1.  STELLARIA,  Lin. 

291.  S.  média  (Lin.)  Cyr.;  Alsine  media,  Lin.,  Rrot.  in  Fl. 

lusit.  I,  476. — Todo  o  paiz.  Vulg.  Morugem. 

var.  neglccta  (Weihe).  —  Varias  localidades,  de  norte 

a  sul. 
var.  apétala  (Ucria).  —  Varias  localidades,  de  norte 

a  sul. 

292.  S.  liolóstea,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  195.— Norte 

e  centro  do  paiz. 

293.  S.   g-ramínea,   Lin.,   Brot.   In  Fl.  lusit.  ir,    195. — 

Norte  e  centro  do  paiz. 

294.  S.  ulig-iiiôsa,   Murr.,  Brot.  in  Fl.  lusit,  ii,   196. — 

Desde  norte  a  sul  do  paiz. 

var.  apétala  {Kúiih.) — Norte,  em  varias  localidades. 


85.  ARENARIA,  Lin. 

295.  A.  serpyllifolia,  Lin.,  Rrot.  in  Fl.  lusit.  ii,  200. 

—  Norte  e  centro  do  paiz. 

raç.  ténuior  (Mert.  et  Koch.)  —  Norte  e  centro  do  paiz. 

296.  A.  conimbricénsis,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  fase.  1.» 
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(ediç.  an,  1800)  pag.  65,  in  Fl.  luslt.  ii,  200  et  in  Phyt. 
lusit.  I,  179  tab.  73.  —  De  Aveiro  para  o  sul. 

raç.  littórea,  Samp.  in  Boi.  Soe.  Brot.  xxiv. —  Beira- 
niai". 

297.  A.  eniarginuta,  Brot.  in  Fl.  lusit.  n,  202. — Aleni- 

tejo  e  Algarve. 

298.  A.    alg-arbiénsiSj    Wehv. ;   Willk.   in  Icon.   93. — 

Baixo  Alemtejo  e  Algarve  (n.  v.). 

299.  A.   niontána,    Lin.,   Brot.    in   Fl.    lusit.  ii,    199. — 

Quasi  lodo  o  paiz. 

300.  A.    aggfreg^iíta  (Lin.)   Lois.;    Gysophila   aggregata, 

Lin.;  Areiiaria  tetraquetra,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  200, 
Lin.  in  Mant.  p.  p.  non  in  Spec;  Arenaria  capitata, 
Lamk.  —  Norte  e  centro  (montanhas  elevadas). 

301.  A.  trinérvia,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ir,  198,  p.  p.; 

iMoehringia  trinorvia,  Clair.  —  Norte  do  paiz. 

302.  A.  pentándra  (Gay)  Ard.;   Moehringia  pentandra, 

Gay,  Mai'iz  in  Boi.  Soe.  Brot.  v,  91.  —  Centro  e  sul. 


86.  IIONCKÉNYA,  Ehrh. 

303.  H.  pex3loid.es  (Lin.),  Ehrh.;  Arenaria  peploides,  Lin., 

Bi'ot.  in  Fl.  lusit.  II,  198. — Norte  e  centro  (areaes  jiia- 
ritimos).  ^ 

87.  ALSÍNE,  Tour. 

304.  A.  tennifólia  (Lin.)  Crtz. ;  Arenaria  tenuifolia,  Lin., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  202.  —  Norte  do  paiz. 

for;  viscidula  (Thuil.);  Alsine  tenuifolia  p.  hybrida 
(Jord.),  Mariz  in  liol.  Soe.  Brot.  v,  88.  — Norte 
e  centi"o  do  paiz. 

305.  A.  vénia  (Lin.)  Wah!.;  Arenaria  venia,  Lin.,  Mach. 
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in  Jorn.   Sc,  Phy,  Malh.  e  Nat.   x,  20S.  —  Serra  da  Es- 
t  rei  la. 

raç.  recurva  (Ali.);  Arenaria  recurva,  Ali.;  Alsine  re- 
curva, Wall.;  Areií.  lariciíolia,  Brol.  in  Fl.  lusit.  ii, 
202,  non  Liii.  —  Gere/.. 


88.  SAGÍNA,  Lin. 

306.  í^.    nodosa.   (Lin.)   Fenz.;    Spergulu   nodosa,    Lin. — 

Costa    maritinia,    desde   Aveiro   a   Ílhavo,    nos   terrenos 
arenosos. 

307.  S.   s abule tórum   (Gay)   Lge.,  Mariz  in  Boi.   Soe. 

Brot.    V,    87;    Spergula   sabuletoruni,    Gay. — Traz   dos 
Montes  e  Douro. 

308.  S.   su.t>uláta  (Sw.)   Presl.;   Spergula  subulata,  S\v. ; 

Spergula  saginoides,  Biot.  in  Fl.  lusit.  ii,  215,  non  Lin. 

—  Norte  e  centro. 

var.  pygmaea,  Samp.  —  Littoral  do  norte. 

309.  S.    iiiarítima,    D.    Don.,    Mach.    in  Jorn.    Sc.  Phy. 

Mat.  et  Nat.  —  Beira-mar,  de  norte  a  sul  do  paiz. 

var.  densa  (Jord.). — Littoral  do  norte, 
var.  nana,  Samp.  —  Littoral  do  norte. 

310.  S,  apétala,  Ard.;   Brot.  pro  var.  S.  procumbens,  in 

Fl.  lusit.  íi,  214. — •  Quasi  todo  o  paiz. 

for.  barháta,  Fenz.  —  Varias  localidades, 
for.  capillátis,  Lge.  —  Varias  localidades. 

raç.    eiliáta   (Fries);    Sagina   ciliata,    Fries,    Mariz   in 
Boi.  Soe.  Brot.  v,  8G. — Norte  e  centro. 

311.  S.  prociimbeiis,   Lin.,   Brot.   in  Fl.  lusit.  i,  2(3. 

—  Abundante  ao  norte  e  rara  no  sul. 


89.  QUERIA,  Lin. 

312.  <^.   liispánica,   Lin.,    Brot.   in  Fl.  lusit.  i,  123. 
Portalegre  e  Marvão,  nos  muros  (n,  v.). 
VoL,  v  —  N."  1  á 
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90.  SPÉRGULA,  Rupp. 

313.  S.  arvénsis,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  214. — Todo 

o  paiz.  Vulg.  Esparguta,  Górga. 

var.  vul garis  (Boen.).  —  Todo  o  paiz. 
var.  máxima  (Weihe).  —  Norte  (rara). 
var.  grácilis,  Petit.  —  Liltoral  do  sul. 
var.  laricina  (Wulf.).  —  Centro  e  su). 

314.  S.  vernãlis,  Willd.,  .1.  Henriq.  in  Exp.  scient.  94. 

—  Quasi  todo  o  paiz  (varias  localidades). 

var.  Morisonii  (Bor.).  —  Diversos  Jogares,  do  Minho 

ao  Alemtejo. 
var.  pentándra  (Lin.).  —  Traz  dos  Montes  (Bragança, 

etc.)  e  Douro. 

raç.  celtibérica  (Asch.);  Spergula  vernalis  vr.  celti- 
berica,  Aschars.;  Sp.  pentándra  vr.  viscosa,  Bois. 
non  Sp.  viscosa  Lag.  —  Serra  da  Estrella! 

91.  SPERGULÁRIA,  Pers. 

315.  S.   seg-etalis  (Lin.)  Don.,  Willk.  in  Prod.  Fl.  Hisp. 

III,  1G3.  —  Traz  dos  Montes  e  Douro. 

316.  S.  modesta.,  Samp.  in  Boi.  Soe.  Brot.  xxiv,  p.  23 

et  in  herb.  Acad.  Polyt.  Porto. 

raç.  atheiíiénsis  (Heldr.  et  Sart.);  S.  rubra  vr.  atiíe- 

niensis,  Held.  et  Sart.;  S.  atheniensis,  Asch.,  Samp, 

in  An.  Acad.  Polyt.  Port.  an,   1904. — Norte  a  sul. 

var.   pallescens,    Samp.  —  Varias    localidades,    no 

norte. 

rac.  úrbica  (Leffl.);  Lepigonum  caninum  vr.  urbi- 
cum,  Leffl.;  Spei"gularia  urbica  Nyui.,  Freyn  in  Boi. 
Soe.  Brot.  XVI,  216;  Sp.  halophila  vr.  urbica,  Samp. 
in  loc.  cit. — Norte  a  sul. 

var.  salinària,   Samp.;   Sperg.    atheniensis  J  sali- 
naria,  Samp.  in  loc.  cit. 

raç.  marina  (Lin.);  Arenaria  rubra  vr.  marina,  Lin.; 
Arenaria  marina,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  201;  Sper- 
gularia  marina,  Griseb.;  Sp,  halophila  vr.  Dilleni, 
Samp.  in  loc.  cit.  —  Norte  a  sul. 
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317.  S.  média  (Lin.)  Presl.,   Macli.    in  Cat.   niet.  xx;  Are- 

naria  media,  I.in,;  Spei'g.  marginala,  Kitt. ;  Sperg.  ha- 
lophila  vr.  iiiarginala,  Sainp.  in  Âii.  Acad.  Polyt.  Port. 
an.   1904.  —  Centro  e  sul  do  paiz. 

raç.  Nobreána,  Sanip.,  Spergulark  ]>íobreana,  Samp. 
iii  ISot.  crit.  24.  —  Sul  do  paiz. 

318.  S.   colorá-ta,   Samp.   in  Boi,  Soe.  Brot.  xxiv,  p.  22 

et  in  lierb.  Acad.  Polu.  Port.  —  Espécie  collecticia,  apre- 
sentando enti'e  nós  as  seguintes  raças: 

raç.  purpúrea  (Pers.);  Arenaria  purpúrea,  Pers. ; 
Spergularia  purpúrea,  Don.,  Samp.  in  An.  Acad. 
Polyt.  Port.  an.  1904. — De  Traz  dos  Montes  ao 
Algarve.  Vulg.  Sapinho  roxo. 

var.  lo?igipes  (Lge.);  Lepigonum  rubrum  vr.  lon- 
gipes,  Lge.;  Spergularia  rubra  vr.  longipes, 
Willk.,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  Ví,  40;  Sp. 
purpúrea  vr.  longipes,  Samp.  in  loc.  cit.  — 
Frequente. 

raç.    induráta,    Samp.;    Spergularia   purpúrea,    var. 

indurata,    Samp.    in   Not.  crit.,    22. — Baixo  Alem- 

tejo,  nos  montados, 
raç.    cras.sipes,    Samp. ;    Spergularia   purpúrea,  var. 

crassipes,   Samp.  in  Not.  crit.,  28. — Rochedos  ma- 
rítimos do  Baixo-Alemtejo. 
raç.  austrália,  Samp.;  Spergularia  rupicula,  raç.  aus- 

tralis,   Samp.  in   An.   Acad.   Polyt,  Port.  an.  1904; 

Sperg.  rupestris,  Willk,  in  Prod.  Fl,  Ilisp.  in,  166. 

—  Rochedos  e  terrenos  duros  da  borda  do  mar. 
raç.  rupicnloideiâ,  Samp.  in  herb.  Ac.  Polyt.  Port.; 

Sp.  rupicula,   Samp.   in  Not,  crit.  23,  non  Leb.  — 

Rochedos    e  terienos  duros   da  borda   do  mar,    no 

Baixo-Alemtejo, 

319.  S,  i^ad-icans,   Presl.,  Samp,  in  An.  Ac.  Polyt,  Port. 

an.  1904.  —  Predomina  nos  terrenos  graníticos,  desde 
o  Minho  (frequente)  ao  Alto  Alemtejo  (rara).  Vulg.  Gor- 
gão. 

raç.  capillácea  (Lge.);  Lepigonum  capillaceum,  Lge. 
Speig.  capillácea,  Willk,,  Mariz  ín  Boi.  Soe.  Brot. 
VI,  40.  —  Minho  e  Douro  (littoral). 
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1)2.   POL\CA[\PON,  Loeíl. 

320.  P.  tetrapliyllwni,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  123. 

—  Todo  o  paiz. 

var.  (loribúnduvi,  Willk.,  IMariz  in  Boi.   Soe.   Brot. 

VI.  37.  —  Centi"o. 
var.  alsinifólium  (DC);  Mariz  in  loc.   cil,  —  Areaes 

maritimos,  de  norte  a  sul. 

93.  ORTÉGIA,  Loefl. 

321.  O.  liispíinica,  Lin.,  Brot.   in  Fl.  lusit.  i,  53. — De 

Traz  dos  Montes  ao  Alto  Alemtejo. 

94.  LOEFLÍNGIA,  Lin. 

322.  L.  liispó,iiica^9  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  63. —  Mar- 

gens do  Tejo  (Montalvão,  Monfoite  e  Gollegã,  ex  Brot.; 
Villa  Velha  do  Rodan,  ex  P.  Cout.  in  litt.), 

323.  L.  micrántha.  Bois.  et  Reut.,  Willk.  in  Prod.  Fl. 

Hisp.  Ill,  159;  Loetl.  pentandra,  Wehr.  non  Cav. —  Desde 
o  Douro  ao  Algarve. 

324.  L.  Tavaressiíina,  Sanip.  in  Not.  crit.  25  (an.  190G) 

—  Areaes  maritimos  do  Alemtejo!  e  margens  do  Gua- 
diana (P.  Cout.  in  litt.). 

95.  ILLECÉBRUM,  Rupp. 

325.  IL  verticillátuni,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  302. 

—  Quasi  todo  o  paiz,  de  norte  a  sul. 

96.  PARONYCHIA,  Tour. 

326.  t*.   argêntea,  Lamk.;  Illeccbrum  paronychia,  Lin., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  303.  —  Quasi  todo  o  paiz,  de  norte 
a  sul.  Vulg.  Erva  prata,  Erva  dos  unheiros,  Paronychia  de 
Clasio. 
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327.  P.  polyg-onifólia  (Will.)  DC-,  .1.  líenriq,  m  Exp. 

scient.,  1)3.  —  Serra  da  Estrella  (frequente  na  região  das 

lag-ous). 

328.  F*.  ecliintlta,   Laink.;  Illccebruin  echinatuni,  Desf., 

Rrot.  in  Fl.  lusii.  i,  302  et  in  Phyt.  lusit.  i,  2!),  tab.  22. 
—  Desde  a  Beira  ao  Baixo  Alemtejo.  Vulg.  Erva  prego, 
Pcvoíiychia  ourirada. 

329.  F*.   cymôsa  (Lin.)  DC.,  Illecebrum  eymosuni,  Lin., 

Brot.  in  Fl.  kisit.  i,  302.  —  De  norte  a  sul,  eiu  muitas 
localidades. 

97.  HEHNIÁRIA,  Tour. 

330.  H.  hirsuta,,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  410.  —  Quasi 

todo  o  paiz,  de  norte  a  sul. 

var.  cintrea  (DC);  II.   cinerea,   DC,  IMariz  in  Boi. 
Soe.  Brot.  VI,  33. —  Do  Minho  ao  Algarve. 

331.  H.  pol.ymórplia,    Samp.    in    herb.    Acad.    Polyt. 

Port. — Do  IMinlio  ao  Alemtejo.  Vulg.  Herniaria,  Erva 
turca. 

raç.  glábra  (Lin.);  H.  glabra,  Lin,,  Brot.  in  Fl.  lusit. 
I,  ÍIO,  —  Minho  e  Douro  littoral, 

var.  microcárpa  (Presl.)  —  Desde  o  Minho  ás  Bei- 
ras, 
var.  ciliáta  (Bab.)  —  Costa  maritima  do  norte  e 
centro. 

raç.  seábrida  (Bois.);  H.  scabrida.  Bois.,  Mariz  in 
Boi.  Soe.  Brot.  I,  32.  —  Desde  o  Douro  ao  Baixo 
Alemtejo, 

var.  slabrrscens,  Bois.  —  Beiras,  aqui  e  ali, 

raç.  marítima  (Link,),  II.  maritima,  Link.  in  Journ. 
fur  die  Botanik  i,  57  (an.  1800) — Costa  maritima 
do  centro  e  sul. 

332.  H.   latifolia,  Lap.,   Mariz  in  Boi.   Soe.  Brot.  vi,  31. 

Arredores  de  Bragança  (a.  v,). 
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98.  CORHIGÍOLA,  Dill. 

333.  C   littorális,    Lin.,    Brot.   in    Fl.    lusit.    r,    476. — 

Quasi  todo  o  paiz,  de  norte  a  sul. 

334.  C  telephiifólia,  l^our.,  Willk.  in  Prod.  Fl.  Hisp. 

III,  149;  C.  litloralis,  lirot.  var.  íbliis  latioribus,  siib- 
glaucis,  inflorescentia  racemosa.  —  Quasi  lodo  o  paiz,  de 
norte  a  sul. 

99.  SCLERÁNTIIUS,  Lin. 

335.  S.  ánnrLUS^,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  171.  —  Desde 

o  Minho  ao  Alto  Alenitejo. 

var.   hibernus,    Reicli.  —  Norte   do  paiz,    em  regiões 
elevadas. 

336.  S.  perénnis,  Lin.,  Mariz  in  Boi.   Soe.  Brot.  vi,  29. 

—  Serras  de  Montesinho  e  Kebordãos. 

337.  S.   collinns^  Ilorng-;    S.  verticillatus,  Tauch.  —  Traz 

dos  Montes  (Bragança!  Serra  de  Rebordãos!). 


Fa>i.  XV  — PORTULACáCEAE,  Lindl. 

100.  PORTULÁCA,  Tour. 

338.  F*.  oleríícea,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  257. —  Todo 

o  paiz,  Vulg.  Beldroei^a. 

raç.    satíva   (Hors.)*,  P.  hortensis,  Grisl.  —  Cultivada 
nas  hortas,  no  centro  e  sul. 

101.  MÓNTIÂ,  Mioh. 

339.  IM.  fontana,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  124. 

raç.  mínor,  (C.   Gniel),   Mariz  in  Boi.   Soe.  Brot.  vi, 

43.  — De  norte  a  sul. 
raç.    rivuláriH   (C    Gniel),    Mariz   in   loc.   cit.   44. — 

Norte  e  centro. 
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Iam.  XVI  — TAMARICACEAE,  LimlI. 

102.  TÁMARIX,  Lia. 

3Í0.  T.  liisiíánica.  Bois.;  T.  gallica,  Brot.  in  FI.  lusit.  i, 
Í74,  noa  Lia.,  T.  africaaa,  C.  Mach.  (aoa  Poir?)  — 
Desde  o  Douro  ao  Algarve.  Vulg.  Tamargueira,  Tama- 
riz. 

Corno  plantas  ornainentaes  cultivam  se  a  T.  aii;;iíca9  Webb.  e  a 
T.  galliea,  Lin. 

Fam.  XVII  — ELATIXACEAE,  Lindl. 
103.  ELATÍNE,  Lia. 

341.  E.  paludosa,   Seub.,   P.   Cout.   ia  Boi.  Soe.  Brot. 

XII,  34. 

raç.  major  (A.  Br.);  E.  paludosa  p.  octaadra,  Gren. 
et  God.,  P.  Cout.  ia  loc.  cit.  —  Trancoso  e  Aveiro. 

(a.  V.). 

342.  E.  alsiiiastrii.m5  Lia.,  P.  Cout.  ia  Boi.  Soe.  Brot. 

XII,  34.  —  Villar  Formoso  (a.  v.). 

Fam.  XVIII  — HYPERICACEAE,  Liudl. 
104.  HYPÉRICUM,  Tour. 

343.  H.    andros£emii.ni.   Lia.,   Brot.   ia    Fl.    lusit.   ii, 

321.  —  Norte  e  ceatro.  Vulg.  Androsémo,  Hiperiaw. 

344.  H.   aciitiini,    iMoench.-,   H.   quadrangulare,  Brot.  in 

Fl.  lusit.  11,  322. 

var.    undulàtum    (Schousb.);    C.    Macli.    in   loc.  cit. 

108.  —  Ouasi  todo  o  paiz. 
var.    bíBlicum  (Bois.);   P.   Cout,   in  Boi.   Soe.   Brot. 

XII,  20.  —  De  aorte  a  sul. 
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3i5.  H.  linarifoliuiM,  Vahl.,  Broi.  m  Fl.  lusit.  ii,  321. 

—  De  norte  a  sul. 

raç.  obtnsisépalnni,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  xil, 
22.  —  Algumas  localidades,  de  norte  a  sul. 

346.  H.  liun:iifvT.!Si:iiii5  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  322.— 

De  norte  a  sul. 

347.  H.  perfoliatu-in,  Lin.;   H.  ciliatum,  Lamk. ,  Brot. 

in   l^hyt.    lusit.  i,    Í81>,    lab.   77.  —  Da   Extremadura   ao 
Algarve. 

348.  H.  perforátixm,   Lin.,    Brot.   in   Fl.  lusit.  ii,  322. 

—  Desde  o  IMinho  ao  Algarve.  Vulg.  Milfurada, 

for.  augustifólium ,  Gand. — Todo  o  paiz. 

349.  H.  pÚLlclinuTi,  Lin.,   Brot.   in  Fl.  lusit.  ii,  323. — 

Desde  o  Minho  ás  Beiras. 

350.  H.  niontániiiTi,  Lin.,   P.  Cout.  in  Boi,   Soe.  Brot. 

XII,  28.  —  Desde  Traz.  dos  Montes  ás  Beiras  (n.  v.). 

351.  H.  tonieiitósnni,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  324; 

\\.  lusitanicum,  Poir. — ^  Centro  e  sul. 

var.  dissitiflórinn,  De  Boeni.,  P.  Cout.  in  loc.  cit.  29. 
—  De  Buarcos  ao  Algarve. 

raç.  pubéscens  (Bois.),  Bali.  in  Spic.  fl.  mar.  —  Ex- 
tremadura e  Alemtejo. 

352.  H.  helódes,  Iluds,,  Brot,  in  Fl.  lusit.  ii,  324.  — De 

norte  a  sul,  em  muitas  localidades. 

Nos  jardins  cultivam-se  o  II,  oalyomuni,  Lin.  sob  a  denoininação 
de  Raios  do  sol,  e  o  II.  hirciniiin.»  Lin.,  que  por  vezes  apparecem 
como  subesijontaiicos.  Também  foi  encontrado  em  Alfeite  o  II,  ato- 
mariujii;  Bois.  que  provavelmente  é  ali  planta  adventicia. 
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Fam.  XIX  — MALVÁCEAE,  Juss. 

105.  MÁLOPE,  Lin. 

353.  ]\I.   malach-oides,   Lin.,   C.   Mach.  in  Cat.  meth. 

190. 

var.  trifida  (Cav.),  P.   Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  xi, 
105.  —  Arredores  de  Lisboa  (rara)  n.  v. 

106.  ALTHAÉA,  Tour. 

354.  A..   oDicinális,   Lin.,   Brot.   in  Fl.  lusit.  ir,  280. — 

Desde  o  Douro  ao  Algarve.  Vulg.  Allhéa,  Malvaisco. 

355.  A..  loiig"iflôra.  Bois.  et  Reut.,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe. 

Brot.  XI,   129. — Arredores  d'E!vas  (n.  v.). 

Com  o  nome  de  Gigantes  ou  Malva  da  índia  cultivam-se  uos  jardins 
as  A.  rósea,  Cav.  e  a  A.  fleifolia,  Cav. 

107.  LÂVATÉRA,  Tour. 

356.  L.  arbórea,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit  ii,  277. — Norte 

e  centro,  em  algumas  localidades. 

var.  herlengensis,  P.  Cout.  in  Boi.  wSoc.  Brot.  xi,  122. 
—  Ilhas  Berlengas. 

357.  L.  Davaei,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.,  xi,  122. — 

Desde  Sines  ao  Algarve,  no  littoral. 

358.  L.   crética,    Lin.,    C.    Mach.    in  Cat.   meth.   110;    L. 

sylvestiis,   Brot.   in  Fl.  lusit.  ii,   277,   et  in  Ph.  lusit.  ii, 
225,  tab.  179,  fig.  2.  —  Quasi  todo  o  paiz.  A^ulg.  Malvão. 

359.  L.  tríloba,   Lin.,   Brot.   in  Fl.  lusit.  n,  276.— Arre- 

dores de  Tavira  (Brot.)  n.  v. 

360.  L.  óll:>ia5  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  276.  —  Centro  e 

sul. 

var.  hispida  (Desf.)  —  Centro  c  sul. 


àS 


361.  L,   triméstris,   Lin.,   Brui.   in  Kl.   Uísit.  ii,  278. — 
(dentro  e  sul. 

var.  psetulotrimestris  (Rouy),   P.   Cout.  in  Boi.  Soe. 
Brot.  XI,   12t). — ^  Centro  e  sul. 


108.  MALVA,  Tour. 

3G2.  M:.  hispânica,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  274.— 
Desde  a  Beira  ao  Algarve. 

363.  M:.  alcéa,  Lin.,   Brot.   in  Fl.   lusit.  ii,  27  4;   M.  laci- 

niata,  Brot.  in  loc.  cit.  275, 

raç.  itálica  (Poli.);  M.  Morenii,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe. 
Brot.  XI,  112,  non  Pollini;  M.   Colmeiroi,  P.  Cout. 
in  loe.  cit.   113.  —  Desde  o  Minho  ao  Alenitejo. 
var.  muHidentala,  Koeli. — Alto  Alemtejo. 

raç.  fastigiáta  (Cav.);  M.  nioschata,  C.  Mach.  in  Cat. 
met.  110  non  Lin.;  M.  moschata  +  M.  Tournefor- 
tiana,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  xi.  —  De  Traz 
dos  Montes  á  Beira, 

var.  bismalva  (Bernh,)  —  Beira  Baixa. 

364.  ]VI.  silvéstris,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  273. — De 

Traz  dos  Montes  ao  Alemtejo.  Vulg.  Malva. 

var.  pohjmorpha  (Gus.)  —  Da  Beira  ao  Algarve. 

365.  JVI.   nicEeénsis,   AU.,   C.  Mach.   in  Cat.   Meth.,  111; 

M.  rotundifolia,   Brot.  in   Fl.   lusit.   ii,   273,  non  Lin. — 
Desde  o  Minho  ao  Algarve.  Vulg.  Malva. 

var.  littoraln,  Merino.  —  Littoral  do  Alto  Minho, 

866.  IM.  i^otiindifólia,  Lin.,  C.  Mach.,  in  Cat.  meth., 
Ill;  M.  vulgaris,  P.  Cout.  m  Boi.  Soe.  Brot.  xi,  119. — 
Desde  o  Minho  e  Traz  dos  Montes  ao  Alemtejo.  Vulg. 
Malva. 

367.  IVI.  parviílôra,  Lin.;  C.  Mach.  in  Cat.  meth.,  111. 
—  Desde  a  Extremadura  ao  Algarve.  Vulg.  Malva. 

raç.  niioroeárpa  (Desf.).  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot 
XI,  iiy.  —  Desde  a  Beira  Baixa  ao  Alemtejo. 
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109.  ABUTILON,  Tour. 

368.  A..  Avicennae,  Gaertn.,  Mach.  in  Cat.  mell).,  111, 

—  Extreniatluia  (Azambuja  e  Alcanhões)  n.  v. 

110.  SÍDA,  Lin. 

369.  S.  rhoiTilbifôlia,  Lin,,  Samp.  in  Not.  crit.,  26.— 

Naturalisada  em  diversas  localidades  do  Minho. 


Fam.  XX  — LINACEAE,  Lindl. 

111.  RADÍOLA,  Dill. 

370.  !R.    mriltiílôi*a    (Lam.)   Aschers.  ;    Linum    rhadíola, 

Lin..  Brot.  in  Fl.  lusit.  r,  R.   linoides,  Rolh. — Todo  o 
paiz. 

var.  emarginála,  Samp.  in  An.   Sc.  Nat.  vi,  12. — 
Terrenos  do  litoral. 

112.  LÍNUM,  Tour. 

871.  L.  catliárticum,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  485. 
—  Regiões  elevadas,  desde  Castro  Laboreiro  á  Serra  de 
Rebordãos.  Vulg.  Linho  purgante. 

372.  L.  g*iillicii.iTl5  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  183. — Desde 

o  Douro  ao^Algarve. 

373.  L.  setiiceu-in,  Brot.  in  Ph.  lusit.  fase,  I.°  (edic.  an. 

1800),  i5,  tab,  vi.  —  Desde  a  Bairrada  ao  Algarve. 

371.  L.  stríctom,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  481. — Desde 

a  Bairrada  ao  Algarve. 

var.  altenium  (Pers.).  —  Aqui  e  ali. 

var.  axillare,  G.  Godr.  —  Aqui  e  ali,  no  centro  e  sul. 

375.  L.  ténu-e,  Desf. ;  L.  melianthum,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i, 
i84.  —  Da  Extremadura  ao  Algarve. 
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376,  "Li.  marítimnm,  Lin.,  Wilk.  in  Prod.  Fl.  Hisp.  iii, 
biQ:  Samp.  ia  Not.  Ca'it.,  26.  —  Littoral  do  Baixo  Alem- 
tejo. 

877.  L.  aiig"ii.stifoliiim,  Huds.,  Mach.  in  Cat,  ineth. 
112;  L.  agreste,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  481.  —  Desde  o 
Minho  ao  Algarve.  Vulg.  Linho  bravo. 

Sào  cultivadas,  sobretudo  no  norte  do  paiz,  diflferentes  variedades  do 
L.  asitatÍ!!>!!<iiinuni,  Lin.  vulgarmente  denominado  TAnho.  Taes  sào 
o  Linho  da  terra,  Linho  do  inverno,  LÃnho  galego  e  Linho  mourisco.  O 
Li.  vi!i$e08uiii,  Lin.  e  o  L>.  iiarbonnense,  Lin.  citados  por  alguns 
auctores,  uào  teem  apparecido  aos  modernos  coUecionadores  do  nosso 
paiz. 


Fam.  XXI  — GERAXIiCEAE,  DC. 


113.  GERAMUM,  Tour. 

378.  Gr.  I^obertiánum,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  71. 

—  Quasi  todo  o  paiz.   Vulg.  Erva  de  S.    Roberto,   Erva 
Roberta,  Bico  de  grou  robertino, 

379.  Gr.  Itrcicluiii,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  72.  —  Desde 

o  Minho  e  Traz  dos  IMontes  ao  Alemtcjo. 

380.  Gr.  móllej»  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,   72.  —  Todo   o 

paiz.  Vulg.  Bico  de  pomba  menor. 

var.   grandiflorum,    Lge.,    Samp.   in  Not.   crit.,   26. — 
Villa  do  Conde. 

381.  Gr.  p37-renaicii.m,  Burm.  f.,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot. 

VIU,   16 L  —  Desde  o  Minho  e  Traz  dos  Montes  á  Beira 
Baixa. 

382.  Gr.  pusíUum,  Burni.  f.,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  vilí, 

163.- — Beira  Baixa  (Guarda,  Trancoso,  etc.). 

383.  Gr,  rotviiiíiifolimii,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  72, 

—  Desde  o  Douro  ao  Algarve. 

384.  O.    disséctum,  Lin.,  Brot,   in  Fl,  lusit.  ii,  73,  — 

Desde  o  Minho  ao  Algarve. 


385.  Gr,    columbíniTiii,    Lin.,    lirot.    m   VI.  lusit.  ii. — 

Desde  o  Minho  ao  Algarve.  Vu|(r,  Bico  de  pojuba. 

386.  Gr.  sangfuíiieum,  Lin.,  lirot.  in  Fl.  lusit.  ii,  71. — 

Desde  o  Gerez  e  'l'raz  dos  Montes  ao  Ikiixo  Alenilejo. 

114.  ERÓDIUM,  Hérit. 

387.  E.   ciciOLtíiriuni  (L.),  Herit.;   Geranium  cicutariuiu, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  75.  —  Todo  o  paiz.  Vulg. 
Bico  de  grou,  Agulha  de  pastor. 

var.  primulaceum  (Welw.)  —  Desde  o  Minho  á  Extre- 

niadura. 
var.  chnerophylluni  (DC.)  —  Sul  do  paiz. 

388.  E.  .Tacqil.iniiinii.1ii5  Fisch.   et  IMey.,  Mariz  in  Boi. 

Soe.  Brot.  viii,  166.  —  Litoral,  desde  a  Figueira  da  Foz 
ao  Algarve. 

raç.  sabulícola  (Lge.);  Erodiuni  sabulicola,  Lge., 
Mariz  in  loc.  cit.,  166.  —  Littoral,  do  Minho  ao 
Algarve. 

389.  E.  Salzmúnni,  Del.,  Lange  in  Prod.  Fl.  Hisp.  111, 

537.  —  Littoral,  desde  a  Extremadura  ao  Baixo  Alem- 
tejo. 

390.  E.  iiioscliátnm  (Burm.  f.)  Herit.-,   Geranium  nios- 

chatuni  Burm.  f.,  Brot.  in  Fl.  lusit,  11,  74.  —  Desde  o 
Minho  ao  Algarve.  Vulg.  Agulheira  moscada.  Bico  de  grou 
moscado. 

for.  pnecox  (Lge.) — Centro  e  sul. 

391.  E.  chíuni  (Burm.  f.)  Willd.,  Mach.   in  Cat.  meth. — 

Do  Alto  Douro  ao  Algarve,  em  diversos  logares. 

392.  E.   malaelioicles   (Lin.)   Willd.;    Geranium   mala- 

choides  Lin.,  Biot.  in  Fl.  lusit.  11,  74.  —  De  Traz  dos 
Montes  ao  Algarve. 

393.  E.    Botrj^s    (Cav.)    Bert.  •,    Geranium   Botrys,    Cav., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  11,  74. — Desde  Traz  dos  Montes  ao 
Algarve. 

Citam-se  como  plantas  portuguezas  o  C.  romanam  (Burm.),  Willd. 
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e  o  E,  laeiíiiatum  (Cav.)  Willd.,  que  não  teem  apparecido  aos  mo- 
dernos heiborisadores,  no  nosso  paiz. 


Fam.  XXII  — OXALIDACEAE,  Lindl. 

115.  ÓXALIS,  Lin. 

394.  O.  covnictiliíta,  Liin.,  Brot.  iii  Fl.  lusit.  ii,  223. 

Desde  o  Minho  ao  Algarve.  Vulg.   Trevo  azedo. 

var.  mino)\  Lge.  —  Centro, 

395.  O.  cémua,  Thumb.,  Mach.  in  Cat.  meth.  —  Aclima- 

lada  e  expontânea,  desde  o  Douro  litioral  ao  Algarve. 

396.  O.    JVtartiánna,   Zucc.,   Mariz   in  Boi.    Soe.  Brot. 

VIII,  160.  —  Aclimatada  e  expontânea,  no  norte  do  paiz. 

397.  O.   pur^piirea,    Jacq.,    E.    Johnston   in   Rev.    Soe. 

Inst.  Port.  I,  122. — Aclimatada  e  expontânea  em  vários 
loffares  do  norte  e  centro  do  paiz. 


"n 
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Fam.  XXIII  — ZYGOPHYLLACEAE,  Lindl. 


116.  TRIBULUS,  Tour. 

398.  T.  terréstris,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  70. — 
Desde  Traz  dos  Montes  ao  Algarve.  Yulg.  Abrolho, 
Abrolho  terrestre. 

A  Fagonia  crétioa,  Lin.,  indicada  por  Willk.  et  Lge.  no  nosso 
paiz,  não  tem  sido  encontrada  pelos  herborisadores  portuguezes. 


Fam.  XXIV  —  RLTACExiE,  Juss. 


117.  RUTA,  Tour. 
399.  I?,.  elialepóiísirg,  Lin,,  Mach.  in  Cat.  melh.  116; 
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R.  graveolens,  Brot.  in  Fl.  liisit.  ii,  16,  non  Lin.-,  R.  an- 
gustifolia,  Pers.—  Centro  littoral.  Vulg.  Arruda  ou  Ruda. 

var.  attenuala,  P.  Cout.;  R.  au^usiifolia  j3.  attenuata, 
P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  xil,  !».  —  Centro  e 
sul. 

rac.  bracteósa  (DC),  Maeli,  in  loc.  cit.  IIÕ. — Desde 
Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

400.  lEt.  iiiontiina  (Lin.)  Mill.,  Maili.  in  Cat.  nielh.,  11(5; 
R.  tenuifolia,  Wilid.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  16. — Desde 
o    Minho    (raraj    e   Traz   dos    Montes   ao  Algarve.  Vulg. 

Arrudão. 

Do  gen.  Citi'u««  cultivain-sc  varias  espécies,  sendo  mais  frequentes 
o  C.  auraiitium,  Liu.  (Laranjeira),  o  C  Vulg'arÍ!!$,  Ris.  (Laran- 
jeira azeda),  o  C  iiobilis^,  Lour.  (Tangerineira)  e  o  C.  limoii,  Liu. 

(Limoeiroj. 


Fam.  XXV  — AqUIFOLIACEAE,  DC. 

118.  AQUIFÓLIUM,  Tour. 

401.  A,   vu.lg'£ire,   Sl.-Lag.;  Ilex  aquifoliuni,    Lin.,   Brot. 

in  Fl.  lusit.  I,  213.  —  Desde  o  Minlio  e  Traz  dos  Montes 
á  Beira.  Vulg.  Azevinho,  Pica-folha. 

Fam.  XXVI  — RHAMXACEAE,  Lindl. 

119.  RHÁMNUS,  Tour. 

402.  lí,.  fláng-ula,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  301.— Desde 

o    Minho    ao    Baixo    Alenitejo.    Vulg.    Zangarinho,    San- 
guinho  dagua,  Frangula,  Amieiro  negro. 

403.  R..    alatémiis,    Lin.,    Brot.   in  Fl.  lusit.  i,  301. — 

Desde  o  Minho  litoral  ao  Algarve.  Vulg.  Aderno  bastardo, 

Sanguinho  das  sebes.  Aroeira. 

404.  R,.  oleoides,  Lin.,  Willk.  in  Prod.  Fl.  Hisp.  iii,  482. 

—  Desde  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

var.  lycioides  (Lin.);  Brot,  in  Y\.  lusit.  i,  300. — Desde 
o  Alto  Douro  ao  Baixo  Alemtejo. 
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120.  ZIZYPHUS,  Tour. 

iOò.  Z.  lótus  (Lin.)  Lamk.;  Rhamnus  lolus,  Lin,,  Brot.  in 
Fl,  lusit.  I,  301.  —  Subespuntaneo  (?)  e  cultivado  no 
Alemtejo  e  Algarve.  Vulg.  A^ufeira  menor,  Anafe^a  me- 
nor, Lódão  verdadeiro, 

O  Z.  saliva,  Gaertn.,  denominado  Açufeifa  maior  e  Anafega  maior, 
cultiva-se  no  Algarve. 


Fam.  XXVII  —  VITACEAE,  Lindl. 

121.  YÍTIS,  Tour. 

406.  V.   vinífera,    Lin.,    Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  300.   Vulg. 
Vide,  Videi/a,  Par/eira,    Uveira. 

var.  siivéslris,  DC.  —  De  norte  a  sul,  em  alguuias  loca- 
lidades. 

var.  saliva,  DC.  —  Cultivada  em  todo  o  paiz,  com 
muitas  castas. 


Fam.  XXVIII  —  ACERÁCEÁE,  J.  St.-Hill 

122.  ÁCER,  Tour. 

407.  A.  pseud-oplátanus,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii, 
35.  — Ri 
bastardo 


35.  —  Regiões    montanhosas    do    Minho.    Vulg.    Plátano 


408.  A.    campestre,   Lin.    Brot.   in  Fl.  lusit,  ii,  35. — 

Serra  d'Arrabida  (ex  Link  in  Viag.   Port.).  Vulg.  Bordo 
commum. 

409.  A.  rn.oii«^pessii.laiii:im5  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit. 

H,  35.  —  Douro  e  Traz  dos  Montes.  Vulg.  Zêlha. 

(Continua  J 


LES  POLYNOIVIES  DHERIVIITE 
RATTACHÉS  AUX  POLYNOIVIES  DE  LEGENDRE 


PAR 


Paul  Appell 

Membre  de  Tlnstitut  de  Franee 


1.  Les  polynòmes  X„(ír)  de  Lecendui:  sont  definis  par  la  fon- 
ction  généralrice 

( 1 )  (i—2ax-^  x^-)~  ^  =  ::«"  X,  (.t)  ; 

ceux  d'HEi\MiTE  (C.  Rejiclus,  t.  60j  par 

qui  montre  Tanalogie  avec  la  formule  (1)  écrile  sous   Ia  íbrme 

(3)  [(1  -  axf  +  «-  ( 1  -  x^)]'  "^  =  S««  X„  {x) . 

Oii  sait,  et  je  ne  reviendrai  pas  sur  ce  point,  que  le  poly- 
nòine  X,j  est,  à  un  laeteur  constant  prés,  égal  ;i  la  dérivée 
jiteme  ^^  (^\  — rj^iyi  gj  que,  de  méme,  le  polviiòine  U„,^„  est,  \\  un 
factcur  constant  prés,  égal  à  la  dérivée 

í/a."'  </y'- 

Dans  la  formule  (2)  considérons  x  et  y  d'uiie  part,  a  et  í 
VoL.  V  — N.^^  X 
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d'autre  part  conime  les  coordonnées  rectangulaires  de  deux 
points  P  et  A-,  en  introduisant  les  coordonnées  polaires  de  ces 
deux  poinls,  nous  poserous 

(P)     íc  =  Y  cos  6  ,     y  ^  r  sin  O 

(A)     rz  =  p  cos  a  ,     ò  =  p  sin  a  , 

et  nous  aurons 

_  j_ 

[( 1  —  T  p  cos  (6  —  (X))'  +  p'  ( 1  —  Y*)]     ^^  =  V  p'»4  «  cos'»  a  sin"  a  U^,  „ . 

Développons  et  réunissons  les  ternies  de  mème  degré  N  en  p, 
en  posant 

.m  =  0,   I,   2   .  ..N\ 
'"  +  ^  =  ^'      U  =  N,N-l,...o)^ 
nous  aurons 

_{_ 
(4)       [l-2Ypcos(e-a)  +  p2(l  — Y2sin2(e-a))]     2  _  v  ^^n  Hj^ 


ou  H^\(  designe  le  polynòme  de  degré  N  en  £c  et  ^ 

(5) 

Ceei  pose,  posons 


W^  =     S     cos"*  a.  sin"  a  U„,^  ^j 


nous  aurons 


1 


p  V/  1  -  Y^  sin^  (6  -  a)  =  X , 
Ycos(0-a)        _^^^2 


n     1 


V/I-Y'sin^(e  — a) 

=  2  X^'  [  I  -  Y-^  sin2  (6  -  a)]    '^  Hn  , 
mais,  en  comparaiit  avec  Ia  foi-nuile  (1),  on  a 

r_„      l-e"s(6-.>_^,,-|_l 

^/  1  _  r^  sin2  (P-a)  _ 

\v/l-Y2sin2(e-a)/ 
On  a  donc,  enfin,  en  identifiant  les  deux  développenients,  la 


formule 

Eu  reuiplaraut  y  cds  6  et  rsiuí?  pai-  a;  et  1/  ou  ohtieul  le  po- 
lynnuie  l]^  defiui  par  (h)  qui  se  trouve  ainsi  exjiiimé  à  Taidc 
cí'uu  polynònie  de  Legicndue. 

Si  daus  1 — r-siu"-(0— a)  ou  reuiplace  I  par  siu- a  4  cos'^  a, 
ou  voit  que  l'e\pression  (G)  est  houiogèue  et  de  degré  N  eu 
sina  et  i'c>sa;  eu  rordouuant  par  rappori  aux  puissances  de 
cosa  et  sina,  ou  obtieudra,  d'après  (5)  le  polyuôuie  U,„^  „  couiuie 
coefficient  de  cos"'asiu"a. 

Ou  peut  aiusi  obteuir  tons  les  polvuòuies  U,„^  „  d'uu  degré 
donuée  N,  eu  partaut  du  polyuòiue  Xjx  de  Lege.ndke. 

2.  L'on  peut  déduire  tous  les  polynòuies  Um,  „  dun  degré 
donné  m-)-/i  =  N  du  premier  d'eutre  eux  Ux,  0.  Eu  eííet,  faisons 
ot  =  O  daus  les  ideutilés  (5)  et  (6)  nous  aurons 

^         /       Y  cos  d       \ 

(1)     HO,  =  U,, o («^, ^)  =  ( 1  - r^ .siu2 6) -  X,  (^^p^-,;.^^j 


\/\-y' 


formule  facile  à  vérifier  directeuieut  à  Faide  des  expressious  de 
Xjj  et  Un,  o  pai'  des  dérivées  d'ordre  N;  daus  cette  formule  uous 
écrivous  H**x,  au  lieu  de  \\^  pour  rappeler  que  Ton  a  fait  a  =  0. 
Pour  reveuir  mainteuaut  à  la  formule  générale  (6)  oTi  a  est 
quelcouque,  il  suffit,  daus  (7),  de  reiuplacer  6  par  Ô  —  a,  c'est-a- 
dire 

£C  =:  Y  cos  Ô     ?/  -=  Y  sin  Q 

par 

£CCOsa-(-?/siua  ,     — íc  sin  a -f- 3/ cos  a 
et  Ton  aura 


(8)  \}'^^Q{xcos>o(.-\-yúnce.,     — a;  sin  a -|- ?/ cos  a) 

=     S     cos'"a  sin"aUm,  ,j(íc,  jí). 

})í-j-n=N 

II  suífira  donc  de  partir  du  polynôme  U,\^o  et  d'y  faire  le 
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changement  d'axes  de  coordonnées  indique  en  rendant  Un,  e 
honiogène  en  cosa  et  sina:  les  coefficients  des  termes  de  la 
forme  cos"*  a  sin"  a  seront  les  pohnômes  U^,  „,  de  degié 
m-~n  =  ^. 

Ce  résultat  pourrait  aussi   élre  élabli,   d'une   aulre   manière 
par  le  calcul  direct  de  l'expression 

oú 

£c'  =  03  cos  a—y  sin  a ,     y'  =x  sin  a  +  y  cos  a . 


SOBRE  OS  INTEGRAES  DE  FRESNEL 


POR 


F.  Gomes  Teixeira 


Sabe-se  que  os  integraes  de  Fresnel  podem  ser  obtidos  por 
meio  da  inversão  da  ordem  das  integrações  de  um  integral 
duplo  com  limites  infinitos,  e  são  conhecidos  meios  de  dar  á 
applicação  d'este  methodo  todo  o  rigor.  Aqui  vamos  determi- 
nal-os  por  este  mesmo  methodo,  empregando  poiém,  para  lhe 
dar  rigor  uma  analyse  difíerente  da  que  tem  sido  empregada 
pelos  auctores  que  teem  tratado  d'este  assumpto,  e  de  que 
temos  conhecimento. 

Consideremos  a  identidade 

sen  ada  1     e~"*^  dx=   l     dx  I     e~  "^^  sen  a  da. 


Temos 

>A 

e~  ^^^  sen  a  da 


j    dx  í 


.1 


X  ■  g-ox'  Caj2  sen  a  +  cos  a)       e—^^^  (a;^  sen  A  +  cos  A) 


dx 


cos  a  I 


" X  e-<"^ dx  K    r^^~ "^^^ dx 

r— 7 cos  A    /       — ;— j- 

1  +  £C*  J  \-\-x'' 

õ  o 

r^  x"- e-"^^  dx             .    r^  x-e-^'^dx 
sen  a   /     — — — , sen  A  /     — — r 

o  o 
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Temos  também 


/     — . 1—  =  -, r/      X^e-^^^-dx, 


Xi  designando  um  numero  comprehendido  entre  O  e  X,  e 


/ 


>  1     /-        1 

a;-e-^*Va;  =  — V^  A    t  : 
4  ' 


portanto,  fazendo  tender  X  para  cc,  e  notando  que  o  primeiro 

membro  da  primeira  egualdade  augmenta  constantemente  com 

1     /-     _1 
X,  sem  poder  exceder  o  maior  valor  — -  v  ~  A     2    do   segundo 

membro,    c    que    portanto   tende  para   um  limite  finito,    e  que 

porisso  T-  tende  para  um  limite   determinado    L,    inferior 

á  unidade, 


'^x^e-^'^' dx        1  _    /-  ,—L. 
=  —  L  V  z  A    â 


J         1+^ 

o 


Fazendo  agora  tender  A  para  cc,  vem 

lim   /     — y-  dx  =  0. 

O 

Do  mesmo  modo  se  demonstra  que 

lim    /      ■ — -  dx  =  0. 

A=oo.;        l  +  x* 
O 

Portanto 

/>x        rt  k  í*^  e~''^'  dx 

dx  I     e"^*^^  sen  a  í/a  =  cosa  /     — — - — ^- 


+  sen  a 
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Por  oulra  parte,  temos,  pondo  ax- ==?/-, 


/     sen  a<hx  l    e~''^'^'  <l.i 


•^  sen  Gt    ,      Ací  X         ^ 


e,  uUegrando  por  partes  o  segundo  membro  (resta  egualdade, 


/      senacZa  / 


e~  ^-^^  dx  = 


J'^ sen  arfa       /^v/c.  x       ,  ,   "|-^ 
;eno 


^/      Xa        e~^^^^dai      — j^^  da. 


Porém, 
1 


/     Xa        e   '^-^  da  I     — 7=.—  c/a  ==  a 

J  J       Va 


Y  r^^i  sen  a 


v/. 


=^rfa.       Xe-^^^Va 


«1 


I  e-«X-^_e-AX-^   r^-^^sena    , 

X J    ^Tt'"' 


onde  «1    designa    um  numero    eomprehendido    entre  a   e  A,   e 
portanto 

lim    f'Xa~'e-^^'da    C 'J^"l  da-^O. 
x  =  ^,7  ;         V^a 

Temos    pois,    fa/endo    tender   primeií-amente    X    e    depois    A 
para   co, 


d7/ 


hm     /     sen  a  aa  /     e~'^-^  dx^=    I — da.     I      e~'J' 

A,x=xJ  J  )         \/a  ) 

=  J^r^i^rfa. 
2  J         v/a 


Esta  egualdade  e  as  egualdades  (1)  e  (2)  dào 

,0,  r°^  e  -«^^'  rfíc    ,  ;^*  X'  e-«*'  rfíc        i/x  /-*  sen  a 

(o)       eos  a  /      —^ — : — ; — \-  sen  r  '  ' 


1+ÍC^ 


r"    íc-e~"'^  acc        l/TC  /^ 


+=0'  2J       t/ã 
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Temos  porém 


r^^x^e-"^  dx      ,.      c    x^^     ^^  ,  .•       /       «  e 
hm  /  .    ,      ■     =  hm  /      — -— — -, \-  hm  /      - 

O  O  ?í 

c  portaiíto 
llm  /     ——; — j—dx=   í     Hm -p— — y-dx-\-\\m  /     — — — r- dx. 

U  O  u 

OU,  observando  que  o  ullimo  integral   que  entra   nesla  relaeão 
é  finito,  e  que  portanto  tende  para  O,  quando  u  tende  para  ac, 

Imi  /      — — — j-dx=  /      — — — rdx  = 


O  o  4  sen  —  t: 

Do  mesmo  modo  se  obtém  a  e^ualdade 


lini   / 


aj.S! 


dx  = 


1+x''  - 

4  sen  -— 
4 


Loi^o,  j';i/cndo  tendi^r  em  (3)  a  para  O,  vem 
sen  a     ,  /  j- 


f 


v/c 
Do  mesmo  modo  se  obtém  a  formula 


r^'-vi- 


Os  dois  integraes  cujos  valores  vimos  de  obter  são  conhe- 
cidos pelo  nome  de  infegraes  de  Fre^nel,  por  terem  sido  encon- 
trados por  este  physico  eminente  em  uma  questão  de  Óptica. 
Mas  os  seus  valores  tinham  já  sido  obtidos  anteriormente  por 
EuiF.n  e  Lapi.ack. 


NOTES  DE  BRYOLOGIE  PORTUGAISE 


PAR 


Alphonse  Luisier 


II 


Depuis  luon  deniier  arlicle,  inalgré  une  longue  internip- 
tion  de  prés  d'une  année,  j'ai  pu  faire  de  nouvelles  et  fruc- 
tueuses  recherches  sur  la  flore  bryologique  portugaise.  En 
septembre  1908,  je  visitais  le  Gerez  pendant  trois  joiírs;  aux 
vacances  de  Noêl,  je  me  rendais  avec  deux  collègues  et  aniis, 
les  Rev.  Peres  Antomo  Finto  et  Camille  Torrend,  professeurs  au 
Collège  de  Campolide,  a  Villa  Viçosa  et  à  la  Serra  d'Ossa. 
Cest,  je  crois.  la  première  excursion  bryologique  qui  ait  été 
faite  jusquMci  dans  TAlemtejo.  Au  commencement  d'avril  de 
cette  année,  nous  organisions,  le  K,  P.  Torre.nd  et  moi,  une 
excursion  scientifique  à  Monchique,  à  la  quelle  prirent  part 
neuf  élèves  de  la  classe  de  septième,  sciences,  du  Collège  de 
Campolide.  Inutile  de  dire  que  nous  en  sommes  revenus  en- 
chantés  et  chargés  de  collections  de  toules  sortes.  L'Algarve  et 
particulièrenient  IMonchique,  avait  été  déjà,  en  1868,  soigneu- 
sement  étudié,  au  point  de  vue  bryologique,  par  M.  le  Gomte 
DE  Solms-Lauiíach,  qui  y  séjourna  quelques  móis  et  publia  les 
résultats  de  ses  recherches.  IVous  v  fimes,  malgré  cela,  de  bonnes 
déc(nivertes,  entie  autre  celles  du  Rhacoviílríuin  lami^inosum 
au  somniet  de  la  Picota,  de  Pogonalum  na?ium  à  Picota  et  a 
Foia,  de  Polytrichum  piliferuni  à  Foia  et  d'autres  encore,  qui 
avaient  échappé  à  Tattention  de  M.  Souis-Lauhach. 
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Dautres  excursions  a  Monsanto,  Bellas,  Cintra,  Torres  Ve- 
dras et  Selubal  ont  augnienté  aussi  considérablement  mon  nia- 
tériel  détude.  Quelques  uns  de  mes  aniis  y  ont  aussi  contribué: 
M.  iMoRALS  Cardoso,  étudiant  en  droit  h  l'L'niversité,  m'a  envoyé 
des  mousses  des  environs  de  Coimbre;  deux  de  mes  éléves : 
Pereira  Cabral  et  Haul  Nobre  m'en  ont  récolté  aussi  un  certain 
nonibre,  le  preniier  à  Monsul,  le  second  a  Odemira.  A  tous 
mes  plus  sincères  remerciements. 


CoUège  de  Campolide  le  1  aoút  1909. 


HEF»ATIQTJES 

Riecia  Biseboffil  Húbn.  Torres  Vedras:  Serra  de  Soccorro, 
déc.  1907.  Villa  Viçosa:  Tapada,  déc.  1908. 

Riceia  lamellosa  Raddi,  Santarém:  Porta  do  Sol,  oíi  elle 
est  abondante,  nov.   1906;  Setúbal:  S.  Paulo,  déc.  1906. 

Riceia  erystallina  L.  Lisbonne:  Campo  Grande,  déc.  1906, 
Campolide,  janv.   1907. 

Tesselina  pyi-amidata  Dum.  Villa  Viçosa:  Tapada,  ou  elle 
est  abondante,  aux  endroits  pierreux  ^  et  $,  déc.  1908;  Al- 
garve: Caldas  de  Monchique  6,  avril  1909. 

Targionia  bypopbylla  L.  Três  commune  aux  environs  de 
Lisbonne,  Cintra,  Torres  Vedras,  etc. 

Orinialdia  diehotonia  Raddi.  Louriçal  do  Campo,  aoút 
1906;  Setúbal:  Outão,  avril  1907;  Santarém,  nov.  1906. 

Sphaeroearpus  terrestris  (Mich.)  Smith.  Lisbonne:  Campo 
Gi'ande,  déc.   1906;  Torres  Vedras:  Cadriceira,  fév.   1908. 

Pallavioiíiia  Lyellii  Ilook.  Setúbal:  Pixaleiros,  avril  1907. 

Pellia  epiph^lla  (L.).  Guimarães:    bords   du   Selho,   aoút 

1907. 


Pellia  Fabroiiiana  Haddi.  1'elgueiras:  Pombeiro,  aoúl  1907. 

MasurpoIIa  aquática  SchiíTn.  Scrni  da  Estrella:  ruisscau 
au  dessas  du  Sanatoiiuin,  ou  elle  est  abondanle.  Scpt.  1906. 
Nouvellc  pour  le  Porlugal.  Det.  Lacouitue. 

Lophozia  turbinata  Steph.  Selubal:  Ruines  du  couvent  de 
S.  Paulo,  déc.  190G  (det.  Lacouture).  Nouvelie  pour  la  flore 
porLugaise. 

Diplophyllam  albicans  (L.)  Dum.  Guimarães:  Penha,  aoút 
1907;  Gerez:  Leonte,  sept.  1908. 

Seapaiiía  compacta  Dum,  Guimarães:  au  sommet  de  la 
Penha,  aoút  1907;  S.  Fiel,  aoiit  1906. 

Scapaiiía  resupiíiata  (L.)  Dum,  Cintra,  nov.  1906, 

Scapania  undulata  Dum.  var.  purpúrea  Nees.  Serra  da 
Estrella:  lUiisseaux  au  dessus  du  Sanatorium,  aoút  1906  (det. 
Lagoutuhe  ,   La  \anété  purpúrea  est  nouvelie  pour  le  Portugal. 

Scapaiiia  nemorosa  Dum,  Felgueiras:  Pombeiro,  aoút  1907. 

Madotlieca  platypbylla  (L).  Covilhã  (var.  major,  Ldb,  á, 
det.  Matouschek)  leg.  M,  Pacheco!-,  Cintra,  nov,   1906, 

Madotheca  tbnja  Dum,  Guiuiarães:  Britteiros,  aoút  1907. 

Madotheca  porella  Nees.  Guimarães:  murs  aux  bords  du 
Rio  Solho,  oú  elle  est  abondante  et  n'est  inondée  que  pendant 
riiiver,  aoút  1907.  Nouvelie  pour  le  Portugal. 

Lejeniiea  Rossetiana  Mass.  Setúbal:  Serra  da  Arrábida, 
avril   1!)07.  Nouvelie  pour  le  Portugal.  Det.  Lacouture, 

Frallaiiia  calcarifera  Steph,  Cette  espèce  endémique  ne 
parait  pas  rare  en  Portugal,  au  moins  dans  le  centre  et  au 
no  rd, 

Elle  avait  été  découverte  par  Welwitsch  \\  Cintra,  puis  par 
M.  MoLLER  ;i  Coimbra  en  1H86;  je  Tai  récoltée  h  Cintra,  h  Gui- 
marães, etc. 
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Pleorifliani  subulatam  (Huds  )  Rab.  Torres  Vedras:  Ca- 
driceira,  avril  1908-,  Algarve:  au  sommet  de  la  Foia,  avril  1909; 
Serra  da  Gardunlia,  aoút  1906.  Cette  espèce  parait  assez  com- 
niune  en  Portugal. 

Gymiiostomani  caleareum  Nees  et  Hornsch.  Sclip.  Torres 
Vedras:  Collegio  do  Barro,  1908;  iAlafra:  murs  d'enceinte  de 
la  Tapada  Heal,  juin,  1908;  Cintra:  murs  au  bord  de  la  route 
au  dessus  de  la  Fonte  da  Sabuga,  nov.   1906. 

Les  exemplaires  de  Mafra  et  de  Cintra  me  paraissent  appar- 
tenir  à  la  variété  intermédia  Schp.  Cest  d'ailleurs,  comme  le 
remarque  Schimper,  Species  valde  variahilis  difficillime  extricandal 
(Syn.  Musc.  ii,  p.  -í  1), 

Euelailium  Tertloillatuiu  (L.)  B.  E.  Torres  Vedras:  Tufs 
calcaires,  prés  de  Cadriceira,  avril  1908;  Mafra:  murs  de  la  Ta- 
pada, juin,  1908;  Setúbal:  Tufs  calcaires  prés  des  anciens  cou- 
vents  de  S.  Paulo,  déc.   1907. 

Les  exemplaires  de  Torres  Vedras  et  de  Mafra  n'onl  que  des 
tiges  irès  courtes  de  6-8  mill.  et  presque  simples. 

Leuoobrynni  giaucuni  (L.)  Schp.  Cintra:  Sous  les  cbènes 
dans  le  Pare  de  Monserrate,  ou  il  forme  de  magnifiques  tapis, 
nov.   1908. 

Ceratodon  porpurens  (L.)  B)'id.  pallidiíetus  n.  var.  Lou- 
nçal  do  Campo,  sur  les  vieux  murs,  aoút,  1906;  Gere/:  Caldas 
(Tavares!). 

Ces  exemplaii'es  ont  un  pédicelle  jaune  paille,  mais  ne  se 
distinguent  guère  du  type  que  par  ce  caractere.  Limpricht  a 
décrit  une  variété  flaviseta  a  feuilles  longuenient  acuminées  et 
dont  j'ai  récolté  autrefois  des  exemplaires  dans  le  Tirol.  Elle 
me  semble  tout  \\  fait  distincte  de  la  mienne. 

Pottia  miiintula  (Sclil.)  Br.  eur.  Torres  Vedras:  Quinta 
do  Collegio  do  Barro,  sur  la  terre  humide,  janv.   1908. 

nidynioflon  luridus  Hornsch.  Guimarães:  nmrs  prés  du 
cimetiére,  ster.  aoút  1906. 
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TimmieUa  flexiseta  (Bruch,)  Limp.  Bords  de  la  Lagoa  de 
Albufeira,  aoút  1907. 

Cette  espèce  interessante  avait  été  récoltée  eu  1868  parnii  les 
Cistes,  à  la  serra  da  Picota  (Algarve)  par  M.  de  Soi.ms-Lai'bach. 
Elle  croit  aussi  dans  Tile  de  Sardaigne  et  dans  lAniérique  du 
Nord.  A  Albufeira,  elle  croit  parmi  les  Cistes  et  les  Ajones;  je 
ne  l'ai  pas  trouvée  en  fruils. 

Aloina  ambígua  (Br.  eur.)  Linipr.  Torres  Vedras:  Barro 
c.  fr.,  1908-,  Villa  Viçosa  c.  fr.,  déc.  1908. 

Fissidens  WariistorfiU  Fl.  Dans  ma  note  precedente,  j'avais 
indique  cette  plante  dans  les  environs  de  Setúbal.  J'ai  eu  le 
plaisir  de  la  découvrir,  cette  aunée,  dans  un  bassin  deau  três 
calcaire,  à  Lumiar,  prés  de  Lisbonne,  ou  elle  était  três  abon- 
dante.   Cest,  si  je  ne  me  trompe,  la  troisiènie  localité  connue. 

Fissidens  crassipes  Wils.  Beaux  échantillons  sur  les  murs 
humides  d'un  moulin  prés  de  Furadoiro,  a  Torres  Vedras,  mai 

1908. 

Griminia  fragUis  Schp.  Sena  da  Estrella:  Espinhaço  do 
Cão,  sept,  1906,  ou  elle  n'est  pas  rare  et  forme  des  tapis  três 
mous  d'un  vert  noirátre.  Cette  espèce  avait  été  découverte  ;i  Ia 
Serra  da  Estrella,  par  Welwitsch,  en  1848.  Selou  IIoth,  elle  croit 
en  Espagne  et  en  Portugal.  Je  crois  qu'il  y  a  erreur  et  quelle 
n'est  connue  jusqu'ici  que  du  Portugal.  M.  Roth  a,  par  dis- 
traction,  placé  en  Espagne  la  Serra  da  Estrella  (Europ.  Lau- 
bmoos,  I,  p.  418)  et  c'est  là,  je  crois,  Tunique  motif  pour  le 
quel  il  cite  TEspagne. 

Orimniia  trichopbylla  Grev.  S.  Fiel  vieux  murs,  aoút 
1906.  Les  exemplaires  que  j'ai  récoltés,  en  fruits,  a  S.  Fiel  me 
semblent  appartenir  au  type,  qui  serait  nouveau  pour  le  Por- 
tugal, 

Dryptoden  llartmanui  (Schp.)  var.  epilosa  iMild.  Guima- 
rães: Penha,  aoút  1907.  Det.  Bottim;  la  variété  est  nouvelle 
pour  le  Portugal. 

Rhacomitríaiii  microcarpam  (Schr.)  Brid.  Gerez:  ro- 
chers  du  Modorno,  sept.  1908.  Nouveau  pour  le  Portugal. 

Rhacomitriuni  lanuginosum   Brid.    Cette  espèce  est  ré- 
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pandue  sur  toutes  les  montagnes  granitiques  du  Portugal,  de- 
puis  le  Gerez,  ou  elle  forme,  avec  quelques  autres  Grimniiées, 
la  presque  totalité  de  la  flore  bryologique  des  hauts  sommets 
pierreux  de  la  inonlagne,  jusqu'h  TAIgaive.  Je  Tai  récoltée,  en 
avril  1909,  au  somniet  de  la  Serra  da  Picota,  ;i  IMonchique. 
Elle  y  avait  écliappé  aux  obsei-vations  de  iM.  Solais-Lauiíacii, 
et  est  nouvelle,  je  crois,  pour  la  flore  de  TAlgarve. 

Ptyelioiuitriuiii  polypbylluni  Bruch.  Gerez  (P.  Tavares!); 
environs  de  Guimarães,  aoiit  1907.  .Pai  inontré  ailleurs  (')  que 
la  Dicranoiveisia  robuata  déerite  en  18<SÍ,  par  Vemuiu,  était  iden- 
tique  au  Plychomilrnim  polyphyllum. 

Zy^odon  viridissimus  Brid.  Torres  Vedias:  Collcgio  do 
Barro,  sur  les  arbres,  surtout  sur  les  vieux  chènes,  ainsi  que  sur 
la  route,  prés  de  Turcifal.  c.  fr.  IMars  1908. 

Orthotrlcliuni  leiocarpum  Br.  eur,  Gerez:  sur  un  Sorhus 
aucuparia  dans  les  rochers  au  dessus  du  Valle  do  Teixo,  en 
société   avec    Ulota  crispa   et    U.  americana,    c.    fr.    sept.    1908. 

Anomobryum  Juliforme  Solms-Laub,  Louriçal  do  Campo, 
aoút  1906  et  aoút  1909  c.  ir.  Monchique  (localité  classique) 
avril  1909. 

Pog^onatnm  nanam  P,  B.  Monchique:  Foia  et  Picota  c.  fr. 
avril  1909.  Espèce  nouvelle  pour  la  flore  de  TAlgarve. 

Polytriclioni  piliferum  Schr.  Cette  espèce  est  três  com- 
niune  en  Portugal,  depuis  le  Minho  jusqu'a  TAlgarve,  ou  je  Tai 
trouvée  en  avril  1909,  à  la  Serra  de  Foia.  INouveau  pour  TAl- 
garve. 

Diphyscium  foliOBum  Mohr.  Guimarães:  Britteiros,  aoút 
1907  c.  fr. 

Fontinalis  Duriaei  Sch.  Bellas,  dans  un  ruisseau,  nov. 
1908. 

Neckera  pnmUa   Hedw.    Gerez:  propriété  de  M.  Biel,  au 


(')  Communication  faite  à  la  Société  portugaise  des  sciences  natu- 
relles. 


bord    d'une    cascade,    ou    elle    íVuctifiait   abondamment,    sept. 

1908. 

Neckera  crispa  (L.)  Hedw.  Gerez:  propriété  de  M.  Tait, 
aux  endioils  les  pliis  sonibrcs,  ou  elle  croit  en  abondanco  et 
forme  de  longs  raniaux  pendants,  três  élé^^ants,  sept.  1908. 
Elle  avait  déjà  été  sig^nalée  au  Gerez  par  Link  et  niodernement 
par  Newton;  récoltée  au  Bussaco  par  Moli.eu. 

Acrooladium  ea«!ii>i<latuiu  (L.)  Ldb.  Cintra:  Parmi  le  gazon 
dans  le  pare  de  Monserrate,  nov.   1908. 

Travail  fait  a  Vlnsiilut  des  Sciences  Naturellcs 
au  ColVcge  de  Campolide. 


SUR  UNE  PARTICULARiTÉ  DE  LA  COURBE  MÉDiANE 
DE  QUELQUES  GRANES  PORTUGAIS 


PAR 


A.  Aurélio  da  Costa  Ferreira 


Dans  la  série  typique  de  crânes  portugais  que  nous  avons 
organisée  au  Musée  Bocage  de  lEcole  l*ol\lechnique,  il  nous 
manquait  encore  des  représentanls  des  lypes  de  rAlemtejo  et 
de  TAIgarve  que  l'élude  slatistique  des  mesures  anlhropomc- 
triques  nous  avait  amené  à  présenter  et  a  décrire  dans  nolJ"e 
travail:  La  capacite  du  crune  el  la  composilion  ethnique  probable 
du  peuple  portugais  (Buli.  et  Méinoires  de  Ia  Société  d'Antlii'o- 
pologie  de  Paris,  1904). 

Dans  le  but  de  les  découviur,  nous  séparàmes  des  séries  de 
l'Alenitejo  et  de  TAlgarve,  existant  dans  la  colleclion  Ferraz  de 
Macedo,  les  ci'ânes  qui,  par  leurs  cai"actères,  inscrils  dans  le 
registre  general  des  mesures,  nous  semblaient  se  rapprocher 
le  plus  des  types  que  nous  chercbions.  Dans  TAlgarve  nous 
primes  de  préférence  les  crânes  mésaticépbales,  grands  et 
d'une  mésorrbinie  plus  accentuée:  dans  rAlemtejo,  nous  cboi- 
simes  les  mésaticépliales  dun  Índice  cépbalique  piesque  iden- 
tique  à  celui  des  premiers,  mais  d'une  capacite  beaucoup  plus 
petite  et  d'un  Índice  nasal  beaucoup  plus  bas.  Or,  le  premier 
examen  de  la  norma-latéralis  de  ces  crânes  nous  révéla,  dans 
quelques  uns  du  moins,  une  particularité  notable  et  curieuse 
de  Ia  courbe  médiane :  une  depréssion  rílro-coronale  remarqua- 
ble.  Cette  concavilé  de  la  courbe  sagittale  commençail  à  s  ébau- 


Ann.  Sc.  da  Aaid.  Polyt.  do  1'orto 


A.  A.  DA  ("osíA  Keiíreira  —  Siir  uur  |j;irlirulaiitc  ilc 
la  coiiiIjl'  iiicMliaru'  de  qiielqin's  crain-s  pnilii^-ais. 


Fiff.  1 


.^nrí^l^^iSK^f^Çeíí^-íi^, 


Fisr.  2 
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cher  dans  la  dernière  partie  de  Ia  lig^nc  Irontalc,  se  conlinuaít 
régulièreineiu,  eii  une  dépi-essiou  plus  acccnluóe  de  ia  courbe 
jiixta-ljre^inatic|ue  des  pariétaux  el  íorinait  la  li^^iic  de  profli 
d'iine  espèce  de  gouUièie  (rij^ole)  qui  sélendait  de  ruii  et  de 
Tautre  còlé  du  cràne,  dans  la  direclion  des  trous  auditifs,  plus 
creuse  d'un  còlé  que  de  Tautre;  puis  diininuant  rapidement  de 
profondeur,  elle  s'efl"açait  et  disparaissait  coniplètenient,  à  la 
hauteni',  a  peu  prés,  de  la  ligne  tempnrale  supérieure.  Nous 
avons  fait,  peut  de  tenips  auparavanl,  une  étude  coniparative 
entre  les  inoyennes  de  quelques  mesures  aíUliroponiétriques 
des  cranes  de  TAlenitejo  et  de  TAIgarve  de  la  collection  Ferraz 
de  Macedo,  et  celles  des  cranes  qui  avaient  servi  a  Ver^eau 
pour  déinontrer  la  penétration  syro-arabe  dans  la  population 
des  Canaries  (Sur  quelques  cranes  de  rAlemtejo  et  dei' Algarve  — 
Bulletin  de  la  Société  portugaise  de  sciences  nalurelles);  et  cette 
étude  avait  abouli,  en  fin  de  conipte,  à  la  dénionstration  simple 
et  claire  de  Texistence  d' une  penétration  árabe  dans  la  popu- 
lation du  sud  et  du  sud-est  de  Portugal:  aussi  nous  rappelâ- 
mes-nous  aussitòt  les  paroles  de  Veuneau:  Signalons  encore  une 
particularité  anatomique  qui  se  relrouve  aux  Canaries  et  e?i  Egypte, 
je  veux  parler  de  la  dépression  qui  existe  en  arritre  de  la  suture 
coronale  et  qui  contourne  le  cràne  d\ine  lempe  a  Vautre,  comme  st 
ton  avait  appliqtié  sur  ce  point  un  bandeau  qui  aurait  comprime 
les  pariétaux.  iN'élait  ce  point,  par  basard,  une  nouvelle  prcuve 
qui  nous  sautait  aux  yeux,  de  la  penétration  árabe?  Nous  allons 
le  voir, 

Cette  particularité, de  la  courbe  niédiane  par  nous  découverte 
sur  les  cranes  dont  nous  avons  parle  au  début  de  ce  travail, 
nous  résolúnies  de  la  recbercber  sur  tous  les  exeniplaires  de 
TAlenitejo  et  de  TAlgarve  de  la  coUeclion  Ferraz  de  Mac^edo. 
Eh  bien !  sur  32  cranes  nous  en  avons  trouvé  12  oú  se  recon^ 
naissait  plus  ou  moins  distinctenient  la  présence  de  cette  dé- 
pression retro-coronale.  En  quelques-uns,  cette  dépression  se 
réduisait  à  un  simple  aplatissement  juxta-bregmatique  de  la 
courbe  médiane.  Mais  le  plus  curieux,  c'est  que  Texistence  de 
cette  particularité  de  la  courbe  n'était  pas  l'apanage  des  cranes 
de  tel  ou  lei  type.  Dans  les  cranes  les  plus  disparates  se  re- 
trouvait  Vensellure  si  caractérislique  qui  nous  avait  si  vivement 
írappé. 

II  seniblait  que  nous  aurions  dú  penser  plutòt  à  une  défor- 
mation  pratiquée,  non  pas  dans  toute  Tétendue  de  TAlenitejo 
et  de  TAIgarve  (la  proportion  de  37,5  o/^  ne  permettait  pas 
d'admettre  cette  supposilion)  mais  du  moins  sur  certains  points 
de  ces  deux  provinces. 

VoL.  V  —  N.°  2  2 
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Ce  n'eút  élé  pour  nous,  tout  au  plus,  que  l'indice  de  Vin- 
fluence  inoresque,  manifeste  par  une  conséquence  de  pratiques 
de  déformation  introduiles  dans  la  Péninsule  par  les  maures, 
ainsi  que  Tinsinuent  Casieplane  de  Gamares  (Buli.  et  Mémoires 
de  la  Société  dWnthropologie  de  Paris,  1873),  et  Delisle  {Les 
déforinalivns  aitificielles  dti  cráne  —  Buli.  et  Mémoires  de  la  So- 
ciété d'Anthropologie  de  Paris,   1902). 

Mais,  dans  la  cerlitude  que  les  déformations  artificielles  ne 
sont  pas  héréditaires,  et  en  l'absence  de  renseignements  positifs 
(que  nous  avons  clierchés  sans  les  obtenir)  sur  le  fait  de  sa- 
voir  si  la  déformation  du  crâne  se  pratique  actuellement  dans 
nos  provinces  de  TAlenitcjo  et  de  TAlgarve,  nous  inclinons  à 
considérer  la  particularité  signalée  de  la  courbe  médiane  comme 
une  déformation  apparente  comparable,  par  exemple,  au  chignon 
ou  à  l'aplatissement  obélien  des  cio-magnons,  résultant  d'une 
formule  spécial  de  lévolution  des  segmentes  osseux  et  céré- 
braux. 

Nous  considérerons,  quant  a  présent,  la  dépression  de  nos 
crânes  de  TAlenitejo  et  de  TAlgarve,  comme  identique  à  la  dé- 
pression en  rigole  que  Ton  peut  trouver  dans  des  crânes  non 
deformes,  et  dont  parle  Delisle,  et  à  la  dépression  rélro-coro- 
nale  des  syro  árabes  de  Yermeau. 

En  résumé,  tant  quil  ne  será  pas  prouve  que  la  déformation 
du  crâne  se  pratique  actuellement  dans  l'Alemiejo  et  dans  TAl- 
garve,  nous  persisterons  à  considérer  la  dépression  rétro-coro- 
nale  exislant  dans  les  crânes  portugais  comme  un  caractere 
ethnique  notablement  dissociable,  prouvant  qu'il  existe  des 
signes  d'une  pénétration  árabe  au  sein  de  la  population  portu- 
gaise  contemporaine. 

Nous  donnons,  en  gravures,  les  dcux  crânes  oii  nous  avons 
observe  le  plus  nettement  Vensellure  de  la  courbe  médiane.  Le 
premier  de  ces  crânes  appartient  ò  l'Alemtejo,  le  second  a  lAl- 
garve.  Leurs  caracteres  sont  bien  diíTérents,  comme  il  est  du 
reste  facile  de  le  voir  en  jelant  un  coup  d'cjeil  sur  les  gravui'es. 
Le  crâne  de  TAlgarve  a  un  remarquable  chignon  occipital, 
suture  métopique,  lignes  suturales  simples  et  un  woimien  prés 
de  Vobtlion,  c'est  un  crâne  tout  "a  fait  impressionant,  anor- 
mal (*j:  le  crâne  de  TAlenitejo  est  irès  lourd  et  presente,  à 
1  encontre  du  premier,  une  face  allongée,    des  orbites  hautes, 


(')  CoUection   Ferraz  de  Macedo   (Écolc  Polytcchnique).  H,  n."  127 
(Cim.  Occ). 
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une  ouverture  nasal«  élroite  et  des  ligues  osseuses  légères  (*). 
La  courbe  du  pi-ofil  de  ces  crànes,  a  part  1'ensellure,  diflere 
beaucoup  de  l'un  h  laulre  (-). 


(•)  Collection  Ferkaz  de  Macedo  (École  Polytechnique),  H,  n."  3Ô 
(Cim.  Or.). 

(-)  Dans  une  visite  que  nous  avons  faite  récemment  à  divers  musées 
d'anthropologie  de  France  et  d'Italie,  nous  avons  eu  roccasion  d'examiner 
quelques  exemplaires  de  crânes  deprimes,  et  nous  nous  rappelons  parti- 
culièreraent  en  ce  moment:  un  ciâne  d'arabe  antique,  N."  6956,  et  un  autre, 
d'arabe  éíralement,  mais  d'un  /acíe.s  tout  différent  du  preinier,  et  qui  porte 
le  N.°  6229  dans  la  collection  de  crânes  árabes  du  Musée  d'Histoire  Natu- 
relle  de  Paris;  nous  nous  souvenons  aussi  de  certaines  crânes  (N.°''  14.  27 
et  46)  d'africains  dAduá  (Musée  de  .Mcdecine  Légale  de  'J"urin),  d'un 
crâne  de  fenime  Assiut  (momie  du  xxx^  siècle  av.  J.  C.)  qui  existe  au 
R.  Museo  delia  Antichitá,  de  Turin,  et  eníin  d'un  crâne  d'enfant  de  la 
XI*  dynastie,  conserve  dans  la  salle  des  momies  de  ce  rnême  Musée. 

Nous  consignerons  au  même  temps  ici  Tobservation  qu'a  bien  voulu 
nous  communiquer  Mr.  le  Dr.  Gaillard,  du  Musée  d'Histoire  Naturelle  de 
Lyon,  qui  nous  a  dit  avoir  fréquerament  constate  une  dépression  sur  le 
sommet  de  la  tête  des  garçons  d'Eg}'pte. 


SUR  LA  COURBE  ARÉOLAIRE  DUNE  COURBE  OONNÉE 


PAU 


J.  Rose 

Professeur  a  rAthénce  Royal  de  Chimay,  Belgique 


1.  Soít  une  courbe  gaúche  rapportée  à  trois  axes  rectangu- 
laires  Ox,  Oy,  Oz.  On  joint  un  point  mobile  M  de  cette  courbe 
au  point  O  pris  conime  centre  des  nionients,  Le  rayon  vecteur 
OM  engendre  une  surface  conique  OíMqM;  on  choisit  comme 
còlé  positif  le  côlé  ou  íl  faut  se  placer  pour  voir  le  niouvement 
du  rayon  vecteur  s'eírectuer  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une 
montre.  Pendant  un  intervalle  de  temps  infininient  petit  dt,  le 
rayon  OM  vient  en  OM';  Taire  plane  OMM'  peut  ètre  repré- 
sentée  par  un  vecteur  AA'  (grandeur  et  direction). 

Si  Ton  imagine  un  point  fictif  A  qui  pendant  cliaque  inter- 
valle dl  décrive  la  ligne  vectorielle  représentant  Taire  OMM', 
ce  point  décrira  un  polygone  infinitesimal  qui  a  la  limite  de- 
viendra  une  courbe.  Le  point  décrivant  ccltc  courbe  est  le 
point  aréolaire  et  cette  courbe  est  la  courbe  aréolaire  de  la 
courbe  lieu  de  M  autour  du  point  O;  la  vitesse  et  Tacceléra- 
tion  du  point  A  s'appellenl  vitesse  et  accéléralion  aréolaii'es. 

2.  Soient  ê  et  ã  les  cooidonnées  vectoiielles  respectives  des 
points  M  et  A.  On  a  par  définilion 

f7  =  limi:0MM' 
ou 


1/' 


a  =  —  /  Mê  dê 
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car  Taire   OMIVI'   representée   par  le  vecteur  A  A'   est  égale  à 


Oii  en  déduit 


de        1  ,,_    j_ 

Me  .  -^  =  y  Mt' .  di> . 

(lã       1  ,,-  (B 

-r-  =  —  Me  ^-r- 
dt       2         dt 

d^ã       1  ,,.d-ê 

■■ —  =  —  Me 

dt'      2    '  dr^' 

d'oii  rcsultenl  les  propriétés  connues  du  mouvcnient  aréolaire. 
On   peut   attribuer   au    point   aréolaire    une   position   iniliale 
quelconque.  De  l'équation 

dã  =  —  Mêdê 

on  tire 

-      -        1    T'    -    - 

a  —  a(,  =  —  I    Mede 

Õq  correspondant  à  1^0,  on  a 

-       1    T'        - 

a  =  -^  \    Mê  de ; 

2Jo 

la  coordonnée  du  point  aréolaire  est  Taire  géomélrique  totale 
engendrée  depuis  lorigine  des  temps  autour  du  centre  O;  c'est 
le  cas  de  la  figure  ci-contre. 

3.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M  de  la  courbe 
donnée;  X,  Y,  Z  celles  du  point  aréolaire  A.  On  sait  qu'une 
équation  vectorielle  remplace  trois  équalions  de  projection. 
Par  suite  connaissant  la  courbe  lieu  de  M,  on  a  sa  courbe 
aréolaire   par    les   équations    suivantes    obtenues    en    projetant 

Péquation  vectorielle  ã  =  -^  ÍMêdê: 

X  =  y  p  í/^;  —  X  í/?/ 
Y  =  —  i  z  (/x  —  xdz 


86 


En  projetant  de  niême  les  équations  vectorielles  de  la  vitesse 
et  de  l'accélération  aiéolaires,  on  peut  écrire 

dX  =  jiydz-zc/i/)  cl^X  =  j(yd'-z-zd^y) 
dY  =  —  {z  dx  —xdz)  í/2 Y  =  __  (^  d^x  —  x  dH) 
í/Z  =  —  (x  dy  —  y  dx)      dV.  =  —  {x  d-y  —  y  d-x) . 


Ces  formules  peuvent  servir  à  calculer  le  rayon  de  tension  ti 
de  la  courbe  ai"éolaire.  En  eflel  abstraclion  íaiie  du  signé,  ti 
est  donné  par  la  formule 


H' 


dans  laquelle 

«fX  í/Y  í/Z 

H'=    í/^X  í/^Y  í/2Z 

í/3X  d^X  Í/-V. 


=  A'  í/3X  +  B'  f/3Y  +  C  í/3Z 


A',  B',  C  ayant  les  significations  indiquées  ci-dessous 

A'  =  í/Y  í/^Z  -  í/Z  í/2Y  ^\-{zdx-x  dz)  (í  dhj  -  y  d^x) 

— Y  [x  dy  —  y  dx)  {z  d-x  —  x  d-z) 

—  [xz  (dx  dhj  —  dy  d'x)  +  x-  (dy  d^z  —  d-y  dz) 

-\-  xy  (dz  d}x  -  d'-z  dx)]  -  y  (Aíc  +  B?/  4-  Cz) 

A,  B,  C  ayant  les  mèmes  significa lions  que  A',  B',  C  mais  pour 
la  courbe  lieu  de  IM.  De  mème 


B'  =  |-(Aíc  +  B3/+C?)     C'  =  y(Aa;+B2/+Cz). 
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De  sorte  que 

D'2  =  A'2  +  B'2  +  C'2  =  ^•'  +  ^^'  +  ^'  (Aa;  +  n^  +  Cí)^ 
D'autre  part  on  a  également 


(P\  =  ^(7j  (Pz  -  z  dhj  -\  dij  (r-z  -  (iz  <rhj) 


—  {y  dH  —  z  d^y  -f  A) 


d^\  =  ~  {z  d^X  -  X  dH -^  \l) 


d^'L  =  -^  íc  d'^y  —  y  d'^x  -f  C). 


II  en  resulte 


H'  =.  A'  r/3X  +  li'  r/3 Y  -f  C  r/3/  _  (Aa;  +  %  +  C^)- 

8 


et  par  conséquent 


D'2   _   £c2  +  3/2  4.2,2  p 


^^        H 


p  désignant  le  rayon  vecteur  de  la  courbe  M.  On  a  dono  le 
théorènie  remarquable  suivant: 

Le  rayon  de  torsion  en  un  point  de  la  courbe  aréolaire  est 
égal  en  valeur  absolue  a  la  moitié  du  carré  du  rayon  vecteur 
du  point  correspondant  de  la  courbe  donnée. 

Si  cette  dernière  est  sphérique,  sa  courbe  aréolaire  será  à 
torsion  constante  puisque  le  rayon  vecteur  est  constant,  le 
centre  des  monients  étant  naturellement  le  centre  de  la  sphère. 
II  en  resulte  un  procede  pour  la  rechercbe  des  courbes  à  tor- 
sion constante. 

4.  Un  exemple  particulièrement  intéressant  de  ces  dernières 
courbes  se  presente  quand  la  courbe  donné  est  une  loxodro- 
niie  sphérique. 

Cette  dernière   peut   étre  définie   (Voir  Nouvelles  Annales  de 
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Mathêmatiques,  1909,  p.  í9)  par  Ics  équalions  suivantes 

cos  l 


X—  r 


cli  ml 

sin  l 

eh  mt 

sh  772/ 


z  =  r 


eh  wí 
?•  désignant  le  rayon  de  la  sphère.  Par  suite 

(Ix  ■■=  —  — r-s (sin  (  eh  mt  4-  m  cos  í  sh  t}if)  dt 

cly  =      — -— (eos  t  eh  mt  —  m  sin  t  sh  mt)  dt 

^  c\\^mt    ^  ^ 

rm        . 
dz  =      — j-s — -  dt  . 
ch'^  7nt 

Sa  eourbe  aréolaire  est  donc  définie  par  les  équations 

1    />    r2 

X  =  —  I  —.—. —  (m  sin  t  -}-  m  sin  t  sli-  mt  —  sh  mt  eh  mt  eos  t)dt 

m,  sin  í  eh  W2í  —  sh  ml  eos  í 


g^ 


f/í 


2 «/  eh^  ml 

/  -  r*  sin  í  sh  mt  -j-  ?//  cos  l  eli  7?íí  , 

Y  =  —  —     r^ dt' 

2  fJ  c\\^  mt 

■2  /»     dt  ?'^     sh  ???/ 


/•^  Ç     dt      _    r^     s 


h  171 1  ' 


Voiei  encore  un  autre  exemple  intéréssant.  Les  symboles  sn, 
cn,  dn  désignant  les  fonelions  elliptiques  de  Jacobi;  soit  la 
eourbe  sphérique 

,,    cosi 


z  =  h 


dnt 
siní 
dnt 
sn  l 


dnt 
k  designam  le  module  et  /'  le  module  complémentaire. 
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On  chercherait  aisénient  les  équations  paraniétriques  de  sa 
courbe  aréolaire  en  faisant  usage  des  propriélés  connues  des 
fonctions  ellijjtiques. 

On  pourrait  du  reste,  giàce  à  ces  dernières,  trouver  les  équa- 
tions d'autres  courbes  sphériques  et  de  leurs  courbes  aréolaires 
et  on  aurait  une  série  de  courbes  à  torsion  constante. 

5.  II  est  un  cas  particulièrement  remaiquable  oíi  les  équa- 
tions de  la  courbe  aréolaire  s'obtiennent  sous  forme  entière,: 
c'est  quand  la  courbe  donnée  esl  une  clélie  (voir  F.  Gomes 
Teixeira,  Traité  des  courhes  spéciales,  t.  II,  p.  531).  -Les -çoor- 
données  cartésicnnes  dun  point  de  cette  courbe  sont 

a;  =  a  sin  ?/?(p  cos  cp     y  =  <?  sim  wcp  sin  cp     2:  =  a  cos  ?rt'i> 

a  désignant  le  rayon  de  la  sphère  sur  laquelle  elle  est  tracée; 
Par  suite 

dx  =  a  [m  cos  w<cp  cos  cp  —  sin  ni'^  sin  cp)  r/cp 
dy  =  a  {in  cos  ?«(p  sin  '^  -\-  sin  /wcp  cos  cp)  d':^ 
dx  =  am  sin  mcp. 

II  en  resulte  que  les  coordonnées  de  sa  courbe  aréolaire  la- 
quelle est  à  torsion  constant  sont: 

X=  —  I  y  dz—  z  dy  =  —  I  —^—  sin  (p  r/cp —  I  cos  cp  sin  2wícp  f/'^ 

=  —^  COS  (p  —  -—  I  [sin  (2w  +  1)  cp  +  sin  (2w2  —  1)  'f]  «"/cp 
a^m  ,    «2  I  COS  (27?í  +  1 )  Cf/  ,   cos  (2?«  —  1)  cp~j 

Y  =  —  I  zd(j^—xdz=j  -^^  cos  Cp  í/cp —  I  sin  cp  sin  2wcp  í/cp 

=  — ^  sm  Cp ~~  I  [cos  {2fn  —  1)  cp  —  cos  (2m  +  1)  cp]  (/cp 


«^7n    .             ah7i  fsin  (2;«  —  t)  cp      sin  f2w  +  I)  cp" 
=  — -—  sni  C5 -—    ^^ ^-L 
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'l  =  —  \x(hj  —  y  dx  =  í-"-  sin2  m'^  </f  =  í  ^ —  sin'  mn^  d  (mcp) 


a^     /  7ncí        sin  zmcf 


On  pourrait  encore  donner  d'autres  exemples-,  mais  ceux-ci 
suffisent  pour  montrer  quelles  conséquences  on  peut  déduire 
de  la  propriété  énoncée  plus  haut. 

Chimay,  22  avril  1909. 


ÉSSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTiQUE 
DES  LIGNES  NONEUCLIDIENNES 

PAR 

GeMINIANO  PiRONDINl 
à  Kome 


(Suite) 


§27 


Application.  —  S'il  s'agit  d'un  hypercycle,  on  a  v  =  constante  =[Ji 
et  les  équations  (16),  (16')  donnent 
par  intégration  y 


u  .  sin  tJL 


(  w  .  sli  [J.  , 


M 


pourvu    que    Ton    conipte    Taire    a 

partir  de  l'axe  des  y.  

Or  si  AÂ.',  BB'  sont  deux  perpen-      ^ 
diculaires    à  1  axe   des  x  comprises 
entre  cet  axe  et  l'hypercycle,  on  a 


A'        B' 


A  B 

Fig.  15 


-  X 


l  OB  .  sin  a  l  OA  .  sin  ii 

Aire  OMBB'  =  Aire  OMAA'  - 

OB  .  sh  jj.  (  OA  .  sh  [X 


En  retranchant  et  en  rappelant  au  surplus  lu  deuxième  ap- 
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plication  du  §  24,  on  obtient 

IAB  .  sin  a  =  are  A'B' .  is:  tx 
Ali  .  sh  [t  =  are  A'B' .  Ui  jx 

ce  qui  démontre  que  laire  du  quadrilathe  coviprise  entre  un  hy- 
percycle,  son  axe  et  deux  ordonnées  arbitraires ,  est  proportionnelle 
soit  a  Vare  de  Vhypercycle,  soit  a  la  projcction  de  cet  are  sur  l'axe. 
Si  Ton  remarque  que  Taire  du  pseudocarré  a  base  uiiitaire 
(§  25)  a  pour  valeur  sin  l  dans  le  plan  rieniannien  et  sh  l  dans 
le  plan  lobatschewskien,  ou  a  que  laire  d'une  figure  plane  quel- 
conque  en  unités  naturelles  s'oblient  en  divisant  Uaire  de  celte  figure 
en  carrés  umtaires,  par  sin  1  ou  par  sh  1 ,  suivant  que  le  plan  est 
riemannien  ou  lobatscheivslden. 

§28 

Aire  du  cercle  et  du  seeteur.  —  L'aire  du  cercle  et  d'un  secteur 
circulaire  quelconque  peut  ètre  déterminée  par  la  niéthode  sui- 
vante,  reniarquable  par  son  originalité. 

En  ayant  un  cerele  non-euelidien  de  rayon  r,  si  Ton  le  partage 
en  un  nombre  Vrès  grand  n  de  parties  égales,  on  pourra  le  con- 
sidérer  comme  un  polygône  convexe  forme  par  un  nombre  três 
grand  n  de  còtés  três  petits.- — Si  Ton  prolonge  ces  còtés  dans 
une  mème  direction,  on  a  une  série  de  n  angles  exlérieurs,  ayant 
les  sommets  aux  points  de  division  et  que  nous  désignons  par 
les  symboles 

021,        Ci2i,        OS3, 0£„. 

Les  angles  intérieurs  du  polygòne  que  Ton  vient  de  construire 
ont  évidemment  les  valeurs 

TC  —  Oci ,       ~  — -  0S2 ,        K  —  033  ) ^  —  '5£ii  • 

Leur  somme  est  donc 

?l^- (^£1+^22 +  ^33+ +  5£,.),      - 

de  sorte  que  Vexcès  angulaire  du  polygòne  riemannien  et  le 
dtfaut  angulaire  du  polygòne  lobatschewskien  ont  respective- 
inent  pour  expression 

-27:-(Ò£i  +  $£2+^£3H- -fos,),       Í0£l^íS-2  +  ^£3-f +  rX.)-2^. 
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Si  Ton  passe  a  la  limite,  en  supposant  d'auginenter  indéfini- 
ment  le  noiíibre  n  dcs  cotes  du  polygòne  (ce  qui  coiTcspond  à 
faire  décroitre  indéliiiinient  leur  longueur)  un  quclconque  des 
termes  Ssj.  écrits  en  parenlhèse  se  réduit  a  Tangle  de  conlin- 
gence  clz,.   du  cercle.  ^  ,iemannienne  i  , 

(Jr  dans  une  ligne  •  ,   ,         ,         ,  .  quelconque,   le  rap- 

i  I  lobatschewskienne  \  '■  ' 

port  — r-  de  Tare  élémentaire  a  Tangle  de  contingence  corres- 
póndant,  est  égal  à  i  [  '  P  *^ta"t  le  rayon  de  courbui'e  (§  30). 
Mais  conime  dans  le  cas  actuei  p  =  r,  il  resulte: 

!  (is.  cot  r 
r/i',  cot ///• , 
et  conséquemment 

^     ,  ,  .  _        (iS{-{-ds-2-\-ds3-\- circonférence 

Lxces  an2'ulairc  =  2%- =  2z 

tg;-  tgr 

.  dsi-\-ds-2-\-ds3-{- circonférence 

Delaut  anf;ulan"c= j Í3t=^ -. 2iz. 

"  ihr  thr 

Le  paramètre  caractéristique  des  plans  non-euclidiens  a  été 
supposé  =  1  ;  il  s'ensuit  que  Pexcès  et  le  défaut  angulaii'es  que 
J'on  vient  de  calculer  exprinient  sans  plus  l'aire  du  cercle  en 
carrés  unitaires.  —  En  rappelant  alors  les  formules 

(19)  C==2~.sinr 
(19')  C-27:.slw 

donnant  la  longueur  d'un  cercle  (§  24),  on  obtient  pour  Taire 
circulaire 

(20)  S  =  2-(l  —  cos/)  =  4^sin5Í^\  (dans  le  p.  r.) 
(20')  S  -  2^  (eh  /•-!)  =  ít:  sli^  (Ç\     (dans  le  p.  1.). 

En  divisant  membre  ;i  membi'e  les  égalités  (20)  et  (19),  (20') 
et  (i9'),  on  trouve  que  k  rapport  de  latre  d'une  cercle  a  sa  lon- 
gueur est  égal  á  — ,  tgí —j ,  tli(-x-)  suivant  que  le  plan  est  eucli- 
dien,  riemannien,  lobatschexjoskien. 
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Si  l'on  designe  par  cr,  H,  6  un  are  circulaire  quelconque,  le 
secteur  et  l'angle  au  centre  correspondants,  on  a  les  propor- 
tions 

a  :  C  =  6  :  2-  ,      1  :  S  =  Ô  :  2r  , 
d'ou  il  suit 

a  :  C  =  I  :  S 


et 


(21) 


^  =  0 


(dans  le  p.  r.) 
(dans  le  p.  1.). 


En  rappelanl  ici  Texpression  de  cr  (§  24)  on  trouve  que  Faire 
du  secteur  circulaire  de  rayon  r  et  d'anglt  6,  est  exprimée  par  la 
formule 

(22)   ^  =  àsmr.l§(Ç\  =  -2d.sn\^(Ç\  =  f){\-Q0S7-)  (danslep.r.) 

(22')  I  =  6sh;-.th(^^  =  2Ô.sh2('^')=6(ch;--l)  (dans  le  p.  !.)• 

Application. — Les  deux  parties  dans  lesquelles  un  plan  rie- 
mannien  est  partage  par  une  de  ses  droites,  peuvent  ètre  con- 

sidérées  conime  deux  cercles  de  rayon  -^  avant  pour  centres 

les  deux  pòles  de  la  droite  (§  9).  En  appliquant  donc  la  for- 
mule (20),  on  trouve  que  It  plan  riemannien  est  une  surface  fer- 
mée  ayant  Vaire  constante  \r,. 

§29 

Soient  maintenant  OA  =  R.  OB^R  — r/R  les  ravons  vecteurs 

qui  joignent  Torigine  ii  deux  points 
intininient  rapprochés  A,  B  d'une 
ligiie  L,  et  AOB  =  í/co  leur  angle 
infininient  petit. 

En  decrivant  larc  circulaire 
AC  de  centre  O  et  de  ravon  OA. 
comme  les  secteurs  OAB.  O  AG 
diflérent  entre  eux  par  un  infini- 
nient petit  d'ordre  supérieur, 
Fig.  16  on  a  en  verlu  des  formules  ^^22), 


9h 


(22'):  La  difftrcntielle  de  l  aire    compri&e  entre  un   are  arhitraire 
d  une  ligne  plane  et  les  rayons  twcteu?s  extremes,  a  pour  expresaion 

(23)  dS  =  2  sin'  (—\d(a={í—  cos  R)  dm      (dans  le  p.  r.) 

(23')  dS  =  2  sh2  (^\  da,  ^  (ch  R  -  1)  dco      (dans  le  p.  1.). 

En  eliminam  dm  entre  les  équalions  (23)  et.  (6),  (23')  et  (6'); 
on  trouve 


dli 


t^(-^^  ^í 


V 


\  í/í 


th  i^]ds 


/dny-     I  eh  R  - 1 


\/'-i^)-V/Ti7Kzrr-*   «>-iep-i-) 


s  élant  Tare  de  Ia  lig^nc. 


§  30 


Rai/on  de  courbure.  —  S(iit  0{  le  point  de  rencontre  des  nor- 
males  í?,  m  a  une  li^ne  plane  non-euclidienne  quelconque  L, 
en  deux  points  A  et  Rj  suffisamment  rapprochés. 

En  conservant  le  point  A  fixe,  dé- 
plaçons  le  poinl  Ri  sur  la  lig-ne  L  de 
façon,  qu'il  se  rapproche  de  plus  en  X< 
plus  au  point  A.  Si  en  toutes  les  po- 

sitions  successivcs  R^,  Ra du 

point   mobile  on  mène  les   noriuales 

respectives    ??2,    ??3,    ,    celles-ci 

vont  rouper  la  normale  n,  en  formant 
sur  cette  droite  une  suite  continue  de 
points  Oi,  O2,  O3, 

Si  dans  le  rapprochement  indéfini 
du  point  mobile  Rj  au  point  fixe  A 
le  point  variable  Oj.  convergia  a  une 


Fig. 17 


ceriaine  position-limite  bicn  définie  O  (ce  qui  a  hcu  dans  la 


9(5 


généralité  des  cas)  le  point  O  s'appelle  centre  de  couvhurc  et  la 
distance  OA  rayon  de  courhure  de  la  ligne  donnée  au  point  A.  — 
Le  cercle  ayaiit  pour  centre  et  pour  rayon  le  centre  et  le  rayon 
de  coiirbure,  s'appelle  loiít  court  cercle  de  courhure. 

Le  centre  de  courbure,  et  conséquemnient  le  ravon  de  cour- 
bure,  est  indetermine  seulement  en  quelques  points  sin^uliers 
de  la  ligne.  Ceux-ci,  en  nonibre  íini  ou  infini,  ont  d'ordinaire 
le  caractere  de  points  isoles, 

L'angle  infiniment  petit  compris  entre  deux  tangentes  consé- 
cutives  d'une  ligne,  s'appelle  angle  de  contingence. 

TJuorhne.  —  £"71  désignant  par  ds,  ds,  rt  l  angle  de  contingence, 
l  are  tlénientaire  et  U  rayon  de  courhure  a  un  point  quelconque 
d  une  ligne  plane,  on  a 

^  ds_'^\^^9  (dans  le  p.  r.) 

th  p  (dans  le  p.  1.). 


í/s 


Soient  en  eíTet  A,  R  deux  points  inílniment  rapprochés  dune 
ligne  rieniannienne  L.  Les  tangentes  et  les  normales  en  ces 
points,  qui  se  coupent  respectivement  à  un  certain  point  T  et 
au  centre  de  courbure  O,    renfermenk,  le  quadrilatère  OATB, 


Fig.  18 


dont  la  sonime  des  angles  inté- 
rieurs  est 


.  2-  + í/t -í/s, 

í/s  désignant  Tangle  de  contin- 
gence et  í/t  1'angle  infiniment 
petit  AOB  des  noi-niales.  —  II 
s'ensuit  que  l'aiie  du  quadrila- 
tère (repi-ésentée  par  Texcès  an- 
gulaire)  a  pour  expression 

í/t -í/s. 


IMais  conime  le  quadrilatère  OATB  et  le  secteur  OAB  dilTè- 
renf  entre  eux  par  un  infiniment  petit  dordre  supérieur,  on 
peut  prendre  pour  expression  de  Taire  du  quadrilatère  [(íbr- 
mule  (23)] 

(1  —  cos  o)  í/t  . 

En  égalant  ces  deux  expréssions,  on  trouve 

í/s  =  cos  p  .  í/t  ; 


dl 


et  SI  1  on  remarque  ici  que 

í/s  =  AB  =  sin  p  .  (k  , 

on  obtient  la  relation 

ds 

,          ^  =  ^^f^' 

conformément  h  Ténoncé  du  théorènie. 

Dans  le  plan  lobatschewskien,  Taire  du  quadrilatère  OATB  a 
pour  expressions 

í/s  —  (k     r  i     (eh  p  —  1 )  rtt . 
On  trouve  ainsi  les  deux  formules 

í/s  =  eh  rj  .  dx  ,      ds  =  sh  p  .  d"  , 
donnant  par  division 

7/7 


íA-       . 
_,_  =  thp. 


í/e        . 
Cest  le  théorème  qu'il  fallait  démonlrer.  Le  rapport  — .—  qui, 

en  verlu  du  théorème  démonlré,  coirespond  a  colo  ou  à  coth  p 
suivant,  la  nalure  du  plan,  peut  s'appeller  la  courbuie  de  la 
ligne,  car  il  mésme  Técartement  de  la  courbe  de  la  forme  le- 
ctiligne  dans  rintervalle  ds. 

En  eliminam  p  entre  les  équalions  (25)  et  les  autres 

l  sin  (j .  dx 
ds  ^  ' 

[  sh  p  .  dx 

que  Ton  déduit  de  notre  figure  par  lapplication  des  formules 
(5)  du  §  23,  on  trouve  que:  L  angle  infiniment  petil  ds  de  deux 
tangentes  conséculives  d  une  ligue  plane,  esl  lié  a  l  angle  infiniment 
petit  d~  des  deux  normales  conespondanles  par  la  relation 

(26)  dx'-dz'-=^dí^  (dans  le  p.  r.) 

(26')  í/s^  -  í/x2  =  í/,y2  (dans  le  p.  1.). 

On   voit  dono   que   í/t  =  í/s,  í/x  >  í/s,  í/x  <  í/s   suivant  que  le 
plan  est  euclidien,  riemannien,  lobatschewskien. 

Remarque.  —  Gomme   deux  droites   tracées  sur  un  plan  ric* 

YoL.  V  —  N.o  2  3 
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mannien  se  coupent  toujours  en  deux  points  opposés,  une  ligne 
plane  riemannienne  admet,  à  chacun  de  ses  points,  deux  cen- 
tres de  courbure  distant  ::  entre  eux,  et  oonséqueninient  deux 
rayons  de  courbure  dont  la  soninie  est  ::. 

Les  cercles  osculateurs  d'une  lig^ne  lobats(  hewskienne  sont, 
en  general,  des  ceiTles  propres;  mais  à  certains  points  parli- 
culiers  de  la  ligne,  il  se  peut  qu'ils  soient  des  oricycles  ou  des 
hypercycles. 


§31 


Quelques  expressions  du  rayon  de  courbure.  —  Soient  OA  =  R, 

OB  =  R  +  í/R  les  rayons  vecteurs 
allant  de  Torigine  à  deux  points 
consécutifs  A,  B  d' une  ligne  rie- 
mannienne L,  AM  larc  circulaire 
de  centre  O  et  de  rayon  R  com- 
pris  dans  Tangle  AOB=í/to,  et  6 
1  inclinaison  du  rayon  vecteur  sur 
la  ligne  donnée. 

En  supposant  que  les  tangentes 
aux  points  A,  B  se  coupent  en  T, 
on  a 

OÂT  =  7:-6,     0BT  =  6  +  í/Ô, 
et  conséquemment  (§  29) 

Aire  O  AM  =  ( 1  —  cos  R) .  í/co  . 

D'ailleurs  comme  la  somnie  des  angles  intérieurs  du  quadri- 
latère  OATB  est 

2r.  +  f/co4-^6  — f/s, 

dt  étant  Tangle  de  contingence,  on  a 

Aire  OATB  =  í/(o  +  df)  —  dz . 

Or  ces  aires  peuvent  être  égalées,  leur  différence  AMBT  étant 
un  infmiment  petit  dordre  supérieur.  On  obtient  ainsi 


(27) 


í/s  —  í/0  +  cos  R .  í/co , 


í)9 


Les  équation  (26),  (27),  combinées  enlre  elles   par  divislon, 
donnent 


(2S) 


tíí 


(Id  -\-  cos  \\  .r/o) 


Un  proc-édé  analo^nir  ap|)li(|ut''  :i  mie  ligue  lohaisclicwskicimo, 
poite  à  ia  lonnide 


(28') 


thp== — - 


i/f/K-í  +  sliíK.f/to^ 


c/Q  +  cli  H .  í/o)      • 
Dans  le  cas  dcs  coordonnécs  polaircs,  on  a  évidcmnicnt 


cos  6  = 


d\\ 


f/R 

r/cu 


et  Téquation  (28)  revicnt  à  Tautre 


-      -p  SI  II- 1\ 

ao  / 


(2'J)  tgp 


siif^  II 


.,      R'2cosIl  — iVsinR     , 
sin'^  R  +  R'-^ 


cos  R  .  sin-2  R  +  2  cos  R  .  (  '^'M  -  siti  R  .  44- 


Dans  le  plan    lobatschewskien    celte    formule    est   reniplacée 
par  lautre 


(29')        ihp 


--Hf)^_ 


ch  R  .  sh^  R  -  2  eh  R .  (  -J"X-  sh  W .  -''^ 

«CO  /  «CO- 


En  transformam  les  équations  ci-dessiis  ;i  I'aide  des  rclations 
enlre  les  coordonuées 


n  = 


tíííC 


th  X 
thy 


et   les  coordonnées  polaires   (§  2),    on   trouve   les  aulres  for- 
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lies 


(30) 


te:o  = 


1  + 


+     -r-- 


^\2 
^ 


(30')        thp 


(1-^'^-^.^) 


2\2 


d>^ 


§3í 


M 


Extension  de  formules  connues. 
P  ABO 


Fig.  20 


Soit  Ao  le  centre  d'iin  cercle 
de   rayon   p,    MN    la    tan- 

jj  gente  au  point  arbitraire 
A,  et  OP  =  /j  la  perpen- 
diculaire  abaissée  d'un 
point  fixe  O  sur  cette 
droite.  —  En  appelant  R 
le  rayon  vecteur  variable 
O  A  et  Ro  le  segment  fixe 
O  Ao,  les  triangles  OPA, 
OA  Ao  donnent  les  relations 


sin  jo  —  sin  R .  sin  (O AP)  =  sin  R .  cos  (OAAg) 
cos  Rq  =  cos  p  cos  R  +  sin  p  sin  R .  cos  (OAAy) 


d'oú  Ton  tire 


cos  p  cos  R  +  sin  p  sin  jo  =  cos  Rq  . 


Cette  équation  diíTérentiée  et  résolue  par  rapport  à  tg  p, 
donne 

sin  R .  dK 

(31)  tgp  =  — ^. . 

Cela  pose,  considérons  le  cercle  de  courbure  à  un  point 
quelconque  A  d'une  ligne  plane  L. 

En  faisant  ici  nième  construction  qu'auparavant,  nous  aurons 
poiír  ce  cercle  la  formule  (31)-,  mais  comme  R,  p  et  leurs  dif- 
iérentielles,  consideres  au  point  A,  ont  mème  valeur  rapportés 
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qu'ils  soient  au  cercle  ou  à  la  courbe  L  (ces  deux  ligues  ayaut 
trois  points  conséculifs  A,  B,  C  en  conunun)  on  conclut  que 
la  formule  (31)  vaul  pour  toutn  lii^ne  plan  riemannienne. 

Dans  le  plan  lobatschewskien  la  Ibruiule  (31)  est  remplacée 
naturellement  par  lautre  analogue 

shR.r/R 

31')  thp==— — r ■• 

^  ^  dshp 

Les  deux  relations  (31),  (31')   constituem   une   naturelle  ex- 
tension  aux  ligues  non-euclidiennes  de  la  formule  bien  connuc 

R  .  r/R 

P  = 


dp 

que  EuLER  a  donné  pour  les  ligues  planes  ordinaires. 

De  la  formule  cos  6  =  —^ —  donnant  Tinclinaison  6  du  ravon 

ds  ^ 

vecteur  sur  la  ligue,  on  derive  la  relation 


sin^>  =  sin  R  sin  d  =  sin  R  1  /  1  —  (  — ^r~ )    , 
et  Téquation  (31)  revient  a  Tautre: 


cosR-cosR(-J-sinR^      l-(-j -tgR.-^ 


A  cette  relation  fait  pendant  i'autre 


(32')    thp  = 


hR  — chR   -;-    — shR.-;r^     1  — l-r     — thR.-T^ 

\f/s/  ds'  \ds  /  ds^ 


valable  pour  les  ligues  lobatschewskiennes. 

Dans  le  plan  ordinaire  les  relations  (32),  (32')  sont  rempla- 
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cécs  par  Tautre  plus  simple 


V-C 


-/■-'fr 


'-'^)-'^'^' 


En  reniarquant  que  s'\np  =  sin  R  .  sin  6,  sh  />  =  sh  R  .  sin  0, 
r/R  =  cos  6  .  í/s,  les  équations  (31),  (31')  donnent  lieux  aux  for- 
mules suivantes 


(33) 


(33') 


Icoí  0  =  —. — — T  .-^(sinRsinÔ^^tírÔ  .-  loíí(sinR  sin  6) 

]        '       sin  K,  roso    (fs^  '       "      ds 


d  sin  d      sin  Õ    ,   f/O 


tgR    '      dR         tgR    '    ds 

Icot  hp  =  -i— .  ^  (sh  R.sin  6)  =  ts;6  .^  lo£;(sh  R  sin  6) 

]         '       shR.cose   í/s^  ^       ^      ds     ^^  ' 


sin  6       (/sino       sin  6       d^ 
Th  R  "^    í/R    ""  IiTr  ^  ^  ' 


valables   respectivement   pour  les    lignes   riemanniennes   et  lo- 
batschewskiennes . 

§33 

Applicalions.  —  1"  Les  cercles  non-euclidiens  sont  des  lignes  h 
courbure  conslanle. 

S'il  s'agiL  d'un  ceicle  riemannien  ou  d'un  cerele  propre  lo- 
batschewskien,  il  suffit  de  remarquer  que  les  équations  (32), 
(32)  pouj-  R  constant  donnent  p  =  R. 

Quant  \\  rhypercycle,  comme  il  a  pour  équation  (§   14) 


73  =  th3  v/l-^^ 

la  formule  (30')  donne 

th  p'=  cot  lih  =  constante. 

II  nous  reste  à  considerer  Toiicvcle,  que  Ton  peut  definir 
comme  tine  trajecloire  sous  un  angle  droil  d'un  faisceau  de  droiles 
varallèles  à  une  droite  fixe  {axe  Oaj). 
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Pour  plus  de  géaéralité,  considrrons  la  ligne  BAC  coupant 
les  droites  parai lèles  du  faisceau 
sous  Tangle  constant  a.  Soient  AF 
la  parallèle  el  AD  la  perj)eadicu- 
laire  à  Ox  passant  par  A,  OD^u 
et  DA  =  V  les  coordonnées  géogra- 
phiques  de  ce  point,  i  et  £  les  incli- 
naisons  de  AD  sur  la  trajectoii"e  et 
sur  la  parallèle  AF.  —  En  rappelant 
Texpression  de  Tare  élémentaire 
d'une  ligne  en  coordonnées  géo- 
graphiques    (§    2^^)),    et    en    remar-  "^ 

quant  au  surplus   que  s  est  Tangle  ^' 

de  parailélisme  pour  la  distance  AD  =  i;  (§   11),  on  a 


y 

B 

/i 

F 

0 

/  ^ 

X 

c/v 


dv 


cos  t 


En  outre 


(^s       ^ch^v.du^  +  dv^' 


i-\-z-\-a  =  T^ , 


cot  £ 


shi; 


de   sorte   que    si   Ton   elimine   t   et  £   entre  ces   équations,    on 
obtient,  après  quelques  calculs,  Féquation  diflérentiellc 


cos  a  -]-  sin  a  .  sh  t> 
(sin  a  —  cos  a  .  sh  v)  eh  v 


dv  =  -\-  du . 


On  trouve  d'ici  par  intégration  que  la  trajectoire  conespo?idant 
à  1'inclinaison  a  est  represente  (en  coordonnées  géographiques)  par 
Véquation 

iA\v  1     , 

. g+?í 

sin  a  — ^  cos  a  .  sh  v        c         ' 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  Ton  introduit  ici  les  coordonnées  c,  =  lha?,  •/]  =  Úiy  a  Taide 
des  relations  du  §  3,  et  que  Ton  rappelle  Téquation 

1  +  thíc 


v/l  —  th"^íc 
o!i  ()I)LÍcmL  |)()iu-  équation  de  la  trajectoire: 

(sin^  a  4-  £-2)  íá  -f  -/j2  +  2c .  cos  a  c;r^  ±  1c^  ^ 
+  2c .  cos  a  yj  —  sen^  a  -|-  c  =  O  , 
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Ârrivés  à  ce  point,  c'est  question  de  faire  a  =  — -   et  d'em- 

ployer  la  formule  (30)  pour  arriver  ;i  la  concliision  que  Tori- 
cycle  est  eíleclivcuieiU  une  ligue  à  courbure  constante. 

2°  Réciproquemnient  les  lignes  non-euclidiennes  réelles  a  cour- 
bure constante  sont  f/es  cercles. 

En  posant  en  eíTet  p  =  constante  = /",  la  Iroisième  équation 
(33)  cionne  par  intégralion 


tg/- 
c'es-à-dire 

sin  O  sin  R .  sin  k -\-  cos  R .  cos  k=  c  sin  k  , 

c  étant  une  constante. 

Si  Ton  suppose  que  le  pòle  coincide  avec  le  centre  de  cour- 
bure au  point  considere  A,  on  a  R  =  j(;  et  oomme  en  ce  point 
sin  6=1,  il  resulte  c .  sin  X-  =  1 . 

Mais  si  Ton  remarque  que 

.  sinR.í/o)  „,  g        .   ç,  -, 

sni  Q  = -. ,     (h^  =  «R-  +  sin-^  R .  rAo- , 

as 

(1)  étant  Tangle  polaire,  Téquation  ci-dessus  revient  à  Tautre 

/í/R\2_        sin2  R  (cos  R  -  cos  >?:)2 
\dtíi  J  (1  —  cos  R .  cos  kf^ 

Or  comme  la  dérivée  —^ —  est  nécessairement  réelle,  on  doit 
avoir  la  condition 

cos  R  =  cos  k  =  constante, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Démonstration  analogue  dans  le  plan  lobatschewskien. 

§34 

Si  M,  N  sont  les  points  oíi  la  tangente  et  la  normale  à  un 
point  queleonque  A.  d'une  ligne  L  coupent  la  perpendiculaire  r 


105 


aii   rayon   vecteer  OA   dans   le   pcMe,   Ics  segments 

AM  =  í,     AN  =  w, 
OM  =  St,     ON  =  S,^ 


5'appellenL  respectivement  tan- 
gente, no?'7nale,  sous-tangente  et 
sous-nonnale  polnirex. 

Or  si  l'oii  designe  par  (o  et  O 
Tangle  polaire  et  rinclinaison 
du   ravon   vecteur   R    sur   la    liffne,   comme 


(3i) 


dK 


âTR 

dia 


cos  u  =  —V—  = 


ds 


\/ "•''■'' +SÍ 


les  triangles  rectangles  AOM,  AON  donneiit  les  relations 


(35) 


te: 


te:^ 


H  \/sin2  R  +  ^- 


dm  J  ^      ds 

do) 


Ign 


tgS, 


V 


/sin^R+^-^V 


cosR 


\  í/to  /  1  ds 

cos  R     í/(o 


l2R 


tgS„  = 


dK 

doi 

dR 


dia 


Dans  le  plan  lobatschewskien  on  a  des  formules  analoirues. 


§85 


Apphcalions.  —  1"  Lignes  non-euclidiennes  a  sous- tangente  po- 
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laire  constante.  En  supposant 

tg  S,  =  constante  =  —  a  , 

la  iroisiènie  équation  (35)  donne 

dR  dia 

sin-  R  a 

d'ou  il  suit  par  inlégration 


toR. 


íOq  étant  une  constante  arbitraire. 

Telle  est  Téquation  polaire  de  la  ligne  cherchée. 
Sur  le  plan  íobatschewskien  on  aurait  la  ligne. 

th  R  = 


et  sur  le  plan  euclidien  la  spirale  hyperbolique 

(O  +  COq 

2°  En  coniparant  la  dernière  équation  (35)  et  son  analogue 
du  plan  Íobatschewskien  a  Tautre 

c   _  ^^^ 

^11  —      : 


exprimant  la  sous-norniale  polaire  d'une  ligne  euclidienne, 
on  conclut  quVn  partant  d'une  propriété  quelconque  relative  a  la 
sous-normale  polaire  S„  dune  ligne  euclidienne,  on  déduit  la  pro- 
priéíê  analogue  d  es  lignes  non-euclidiennes  eti  remplaçant  S„  par 
tg  S,i  ou  th  S„. 

Ainsi,  par  exemple,  sachant  que  la  sous-norinale  polaire  de  Ia 
spirale  de  Poinsot  est  égale  au  rayon  vecteur,  on  a:  Dans  les 
lignes  non-euclidiennes  représentíes  par  une  équation  polaire  ayant 
même  forme  que  celle  de  la  spirale  de  PonsoT,  la  tangente  (circu- 
laire  au  hyperbolique)  de  la  soxis-normale  polaire  est  egale  au  rayon 
vecteur. 

La  ligne  du  plan  ordinaire  ayant  la  sous-normale  polaire  de 
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longiicur  constante  m,  esl  la  spirale  d'ÂRCHiMÈDK 

R  =  mw . 

II  s'ensuit  que  les  lii^nes  non-cuclidiennes  jouissant  de  méme 
propriété  ont  pour  équation  polaire 


(0 .  ti;-  /// 

(dans  le  p.  r) 

(0 . 1 1 1  >n 

(daiis  le  p.  1). 

Ces  lignes  peuveiit  ètre  appelées  spirales  í/'Archi>iÈde  non- 
euclifliennes ,  car  elles  ont  évidemment  nièine  génération  géomé- 
trique  que  la  spirale  dWiiciiniÈDE  ordinaine. 

3°  Lignes  riemanniennes  dont  la  tangente  de  la  sous-tangente 
polaire  est  une  foncliên  connue  de  la  tangente  de  la  sous-nonnale 
polaire 

(36)  tg:S,^/-(tgS„). 

Cette  relation,  en  vertu  des  formules  (35),  conduit  a  Téqua- 
tion  différentielle 

sin^^R    _Jd\\\ 

(37)  ~d^         '\d^)' 

dm 

Si  elle  est  réductible  a  la  forme 

— ; —  =  (c (sm-  Ri , 

çp  étant  un  svmbole  fonctionnel  connu,   la  ligne  est  définie  par 
l'équation  polaire 


(Oq  étant  une  constante  arbitraire 


Dans  le  cas  ou  Téquation  (37)  n'est  pas  résoluble  par  rap- 


port  a  — , — ,  si  1  on  pose  — ; —  =  u,  la  iiffne  chercnee  est  detinie 
^  rtto  '  f/co  " 


í/R       .  ,,  í/R 

-. — ,  si  1  on  pose  — r— 
rtto  f/co 

par  les  équations  paraniétriques 

(39)  .u.ii=  ^llfiu).   ,„+.„  =  !/•    /M±^£a^^ d.. 

-J  u\^uf{u)  \/l  —  uf{u) 
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Ainsi  le  problème  est  raniené,  dans  toiít  cas,  aux  quadra- 
tures. 

Dans  le  plan  loljatschewskicn  on  peut  faire  une  recherche 
analogue, 

§36 

Géncr alisa tion  d'un  resultai  précédent.  —  La  remarquable  nié- 
thode  que  Ton  a  suivi  au  §  28  pour  évaluer  Taire  d'un  cercie, 
peut  èlre  appliquée  a  toute  ligne  plane  fermée. 

En  eflet  si  L  est  une  de  ces  lignes,  en  répétant  ici  la  cons- 
truction  et  le  raisonnenient  que  lon  vient  de  faire  dans  le  cas 
du  cercie,  on  trouve  pour  expression  de  Taire  S  de  la  courbe 

S  =  27:  —    1 1 ^ .  .  .  .  (dans  le  p.  r.) 

(  ds\     ^     dsi    '     ds3  \ 

»===    -j h— +  -j h-  ■  '  ■  ]  —  2z      (dans  ie  p.  1,). 

Vthp,     tgp2     thp3  '       ;  ^         ^    ^ 

les  soninics  en  parentlièse  contenant  une  infinité  de  termes. 

Mais  comme  les  termes  infiniment  petits  de  ces  séries  sont 
les  valeurs  que  les  fonctions 


d^ 


tgp  '      thp 

prennenl  aux  points  successifs  de  la  ligne  donnée,  on  conclut 
que  Vévaluation  de  Vaire  d'une  ligne  non-euclidienne  fermée  et  a 
périmètre  syniple,  peut  être  faite  a  Vaide  de  Vune  des  formules 

(40)  8  =  2;:-  ÇJL. 

J  tgp 

(40')  s=  r_í_-2-, 

J   thp 

les  intêgrations  étant  étendues  a  tout  le  contour  de  la  portio?i  de 
plan  a  évaluer. 

Dans  le  cas  du  cercie  de  ra\  o»  r  on  a  p  =  r,  et  les  formules 
(40),  (40')  reviennent  à  celles  du  §  28. 

Cas  particuliers.  —  1°  Considérons  la  partie  de  plan  comprise 
entie   un  are  quelconque  ACB    de  la  courbe   et   la  corde  AB 
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joignant  les  extréinités.  —  Ménons  les  tangentes  AM  et  BN  aux 
points  A  et  B  et  posons  ^  j, 

angie  MÂB  =  a , 
angle  ABN^p. 

Si  Ton  suppose  de  parcou- 
rir  le  périmètre  de  la  figure 
dans  la  direction  ABCA,  il 
est  évident  qu'a  la  somnie  des 
angles  intérieurs  du  polvgòne 
à  côtés  três  niinces,  auqiiel 
on  suppose  de  réduire  la 
courbe,  il  faut  joindre  explicitenient  les  angles  «,  ,3  en  éten- 
dant  rintégration  entre  les  limites  A  et  B.  II  resulte  ainsi 


Aire  ACB=   |   -í_ 


(41)          AireACB  =  2-  + 

rèB 

(410 


(dans  le  p.  r.) 
2r.  —  a-[i     (dans  le  p.  I.), 


2°  Soit  OACB  un  secteur  compris  entre  Tare  AB  d'une  ligne 
arbitraire  et  les  rayons  vectcurs  extremes  OA,  OB,  et  suppo- 
sons  de  connailre  Tangle  AOB  =  7  de  ces  vecteurs  et  leurs 
inclinaisons  OAI\I  =  a,  0BN  =  ,3  sur  la  courbe.  —  Si  Ton  tire  la 
corde  AB,  on  a 


Aire  ACB  =  2z  +  iMAB  +  NBA 


Aire  AOB  =  BAO  +  ABO  +  T  -  2;: , 
et  conséquemment 


(42)  Secteur  OACB  =  a  +  p  +  y  - 

Dans  le  plan  lobatschewskien  on  a  la  formule  analogue 


c/s- 


(42') 


Secteur  OACB 


ds 


-a-3 
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CHAPITRE  IV 


§37 

Quelque  systhnes  de  coordonnées.  —  La  puissaiice  de  la  mélliode 
iníinilesiiuale,  comine  instrument  de  reclierche  géoménique,  est 
auginentée  par  reinploi  de  certains  syslèmes  particuliers  de 
coordonnées. 

Nous  allons  les  passer  en  revue,  en  démontrant  par  d'exem- 
ples  convenables  tout  le  parti  que  Ton  en  peut  tiíer. 

Coordonnées  radiales.  —  Ce  système  de  coordonnées  est  coiis- 
titué  par  le  rayon  vecteur  et  Tare.  —  Si  lon  suppose  que 

(1)  co  =  F(R) 

soit  Téquation  d'une  courbe  en  coordonnées  polaires,  on  trouve, 
a  Taide  des  relations  (6),  (6')  du  §  23,  que  cette  ligyie  est  dt  finte 
(en  coordonnées  raditdesj  par  une  des  équalions 


(2)  s  +  50  =/  i/ 1  +  F'"^  (R)  sin2  W  .  d  W 

(2')  ^  \  so  =f  v/r+  1^'^  (R)  sir^  W  .  í/ 1 ', , 

so  étant  une  constante  arbitraire. 

Supposons  inversenient  d'avoir  une  relalion  (Inie  connue  entre 
R  et  í,  mise  sous  Tiine  des  foi  mes 

(3)  .  =  X(R) 

(4)  H  =  I>-(0. 

Dans  le  premier  cas,   il  suffit  de  coniparer  les  équalions  (2), 
(3)  pour  avoir 

F'(R)  =  -^ ^ . 

^   '  sm  R 

Cette  relation  nous  apprend  que  Véquation  (3)  définit  Ia  ligne 
représentée  par  Véquation  polaire 


(5)  o.  +  coo  =/      Cilffi       ^  •  '^^  (^^"'  ^^  P-  •'•) 


Ill 


Dans  le  deiixième  cas,  si  Ton  porte  Texpression  de  R  dans 
1'équation  (o)  du  §  23,  on  trouve 


(m  = : ^  .       as  , 

Slll  ji  (,ç) 

CO  qui  (lémonlre  que  Véfjualion  (4)  définil  la  ligne  donl  Viqua- 
lion  polaire  est  le  résultat  c/e  Vélimiiiation  de  s  entre  Víqualion  (í) 
et  Uautre 

(6)  CO  -V  coo  =  ÍYÍJZJ^  ^,  (dans  le  p.  r.) 

"     J      sin  [i  (5)  ^  VI 

(C>')  CO  +  0.0  -/^',\~'('^'^'^-  '^^-  (dans  le  p.  1.). 

Cette  analyse  démontre  que  loule  rdation  fmie  entre  les  coor- 
données  radiales  R,  s,  définil  une  ligne. 

§  38 

Soient  (R,  5),  (Ri,  Si)  les  coordonnées  radiales  de  deux  points 
corrcspondants  d'une  ligne  riemannienne  quelconque  L  et  de 
son  image  Li  sur  le  plan  euclidien  (§  15).  —  Comine  Ton  a 
(§§  l<^-23) 

(7)  Ri  =  tg  R  ,     coi  =  oj 


ds=  /í/R2+sin2R.í/(o^ 
il  resulte  la  formule 


í/.?l-/c/Ri2  +  Ri2,/„3^-2_ 


dt 


cos  R 
d'ou  par  intégration 

/  cos  R 
e  étant  une  constante.  On  a  crailleurs 

I 


cos  R  = 


et  conséqueninient 

ds  =  cos  R  dsi  =  —  , 
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d'oíi  il  suit  par  intégration 


(9)  s=f-^ÉL=+c, 


dsi 

c  étant  une  constante. 

Ces  relations  nous  apprennent  que  la  connaissance  d'une  des 

lignes  L,  Li    porte   aussitôt   à   la  déterinination  de  Tautre.   En 

„^     .  k  la  ligne  L  )  , ,  _    .  ,,,  .        (  R  =  R  (s)       ) 

enet  si     ,,.     "      ^        est  deíinie   par  1  equation     .^        ^    .   .  } , 
I  1  imag^e  Li  )  ^  ^  |  Rj  =  Ri  (sj)  | 

1. '         •        1     \  liniaffe  Li  )  .        ,  ,.  ,  ,       , 

1  equation  ne     ,     ,.         ^    }  en  coordonnees  radiales,  est  le  re- 
I  la  h^ne  L  |,       ,  ^  .^v    .^y 

sultat   de  Télimination  de  <  entre  les  équations  <  • . 

in\         ^         ^  \  (7),  (9)  ] 

Dans  le  cas  du  plan  lobatschewskien,  les  équations  (7),  (8), 
(9)  sont  reinplacées  par  les  auties 

(■')  Ri  =  thR 

(9')  »=j 


ds^ 


V/I-Ri* 


+  c. 


En  désignant  par  6,  6\  les  inclinaisons  de  la  ligne  non-cucli- 
dienne  L  et  de  son  iniage  Li  sur  les  rayons  vecteurs  respedifs, 
on  a 

f/R,  1        í/R 

cos  dl  =  —: =  .  -.-  , 

í/òi         COS  R      as 

de  sorte  que  /es  inclinaisons  6,  Oi  sont  lites  entre  elles  par  la  re- 
lation 

(10)  cos  Ôi  = (dans  le  p.  r,) 

cos  R  \  1        / 

(IO')  cos 61=.^  ^"^..  (dans  le  p.  1.). 

cli  R  \  1       / 

Ces  équations  et  les  autres 

(11)  r/.i=-^,      clsi 


cos  R  '  cli  R 

combinées  entre  elles  par  division,   donnent  dans   tout  cas  la 
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relation  unique 


:os  di 


dont  voici  rinterprétation  géométrique. 

Si  AB=({s  est  1'arc  élémenlaire  d'une  ligne,  OAA'  le  rayon 

(Is 

vecteur  en  A  et  NBA'  Ia  nonnale  en  B,  le  rapport repré- 

cds  a 

sente  le  segnient  AA'  dii   rayon   vecteur  conipris  entre  A  et  le 

point  X'  ou  ce  rayon  est  eoupé  par  la  normale  en  B.   L'égalité 

ci-dessus  démontre  done  que  la  longueur  AA'  h  un  point  quel- 

conque  de  la  lig-ne  non-euclidienne   est  conservée  dans  la  re- 

présentation. 

En  posant 

(12)  *-i  =  ?(v), 

on  trouvc  par  1'application  de  la  relation  (11): 

(13)  eosR  =  -,l-- 
et  d'ici,  en  vertu  de  léquation  (7) 


(14)  R,=  v/'-f'*(^)-l. 

Dans  le  plan  lobatschewskien   les   équations  (13),  (14)  sont 
remplacées  par  les  autres 

(13')  chR=      ^ 


(^) 


(U')  R,=  y/l_cp'2(5;. 

_  .  .  ,  •'   .      n-  7)  ?>         r-        i  riemannienne         ] 

D  ici  la  propriete:   òi  l  are  d  une  lia^ne  {  ,  ,        ,       ,.         }   L 
^      *  (  looatscneivsktenne  ) 

et  1'arc  de  son  image  L|  sont  lits  par  la  relation  finte  (12),  la  ligne 

/        -  ,•  /  /-         .       i  (13)  I 

L  est  representee,  en  coordonnies  radiales,  par  i  equation  ;....,    [ 

et  son  image  Li  par  l  equation  rísultant  de  V élhnination  de  s  entre 

(es  equations  (12)  et  ,  )^  ,,,  }  . 
(  (li)  \ 

VoL.  V  —  N.°  2  4 
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§39 

Spirale  isogonale  gtnnale.  —  Sur  une  surface  quelconque  la 
spirale  isogonale  est,  comme  la  spirale  logarithmique  ordinaire, 
une  trajectoire  sous  un  angle  conslant  du  faisceau  de  géodési- 
ques  issues  d'un  point  fixe  (pôle). 

Soient  OA  =  ll.  OB  =  R4-í/R  les  vecteurs  géodésiques  allant 
à  deux  points  consécutifs  A,  B  de  la  spirale,  et  AM  Tare  de 
cercle  géodésique  de  centre  O  et  de  rayon  OA  compris  entre 
les  deux  vecteurs, 

En  désignant  par  5  et  6  Tare  de  la  ligne  et  son  inclinaison 
constante  sur  les  rayons  vecteurs,  le  triangle  rectangle  infini- 
nient  petit  AM  li  donne  la  relation 

dK  =  cIs .  cos  d , 

d\)u  il  suit  par  intégralion 

(15)  R  =  S.COS  6 

quelle  que  soit  la  surface  contenant  la  spirale. 

Pour  une  autre  spirale  isogonale  l^i  de  pòle  O  et  d'inclinai- 
scrn  61  on  a  la  relation  analogue 

(16)  Ri  —  Aj  .  cos  dl . 

En  faisant  ici  Pi  =  Ri,  on  oblicnt 

s\         cos  6 

—  = j~-  =  constante, 

s         cosoi 

ce  qui  démontre  que  detijc  spirales  isogonales  de  mênie  pôle,  dé- 
crites  sur  une  surface  quelconque  sont  partagces,  par  une  suite  de 
cercles  géodtsicpies  aijant  le  centre  au  pôle,  en  parties  proportion- 
nelles  ou  égales,  suivant  que  6'<6i,  ou  6  =  Ôi. 

A  l'aide  de  ce  théorème  plusieurs  problèmes  sur  la  spirale 
isogonale  générale,  tel  que  celui  de  la  division  d'un  are  en  par- 
ties égales,  ou  (avec  plus  de  généralité)  en  parties  proportion- 
nelles  a  des  nombres  donnés,  sont  i'amenés  aux  problèmes 
analogues  sur  Tare  correspondant  d'une  géodésique  arbitraire 
issue  du  pòle. 

Le  pòle  de  la  spirale  isogonale  générale  est  évidemment  un 
point  asyniplbolique. 

On  iTConnuil  en  outre  de  Téquatioii  (15)  que  \arc  de  spirale 
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compris  entre  le  pôlc  et  un  cercle  gêodésique  de  rayon  fini,  ayant 
le  centre  au  polé,  a  dons  tout  cas  une  longueur  finie. 

§40 

Spirales  isogonales  planes.  —  II  est  évident  que  dans  le  plan 
riemannien  la  spirale  isogonale  adniet  deux  pôles  distant  entre 

eux  ",  et  la  lon^ueur  totale  de  la  liffiie  est  — —r-. 

cos  & 

Le»  deuxièmes  formules  (33),  (33')  du  §  32,  dans  riiypothèse 

actuelle  de  la  relalion  (lo),  reviennent  aux  autres 

(17)  tg  p  - -j-y  .  tg  (5 .  cos  6) 

(17')  thp=     .    ,   .  dl  (.9 .  cos  6) . 

^      ^  '        sjn  f)         ^  ^ 

En   éliminant   s   entre   les   équations   (15)   et  (17),  (17'),   on 
trouve 

(18)  tffp=-^— -.tffR 

(18')  thp=-J^.thH. 

Ívietnunnienne        ) 
lobatscheivs:kienne  j 
le  rayon  de  eourbure  est  lié  a  Vare  et  au  rayon  vecteur  respeetive- 

ment  par  les  relations 


(17),  (18) 

(n;),  (i8')r 

On  reconnait  des  équations  (18),  (18')  que  le  triangle  AOA', 
dont  les  sommets  sont  un  point  quelconque  A  de  la  spirale,  le 
centre  de  eourbure  correspondam  A'  et  le  pòle  O,  est  rectangle 
en  ce  point. 

Cela  revient  à  dire  que  le  centre  de  eourbure  a  un  point  quel- 
conque  de  la  spirale  s  obtient  en  coupant  la  normale  par  la  per- 
pendiculaire  élevée  du  põle  sur  le  raijon  vecteur. 

Cette  propriété  est  un  cas  particulier  d'une  autre,  relative  à 
la  développoide  d'une  ligne  plane  quelconque  (§  64). 

Les  relations  (15),  (17)  et  (17')  sont  caractéristiques  pour  la 
spirale  isogonale. 

Mais  ce  n'est  pas  le  ménie  des  relations  (18),  (18').  —  En 
efíet  si  Ton  elimine  tgp  entre  les  équations  (32)  du  §  32  et  (18), 
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on  trouve  l'équat.ion  différentielle 

R' 


sin  0  cot  R  =  /l  —  R'2  .  cot  R 


[/]  _  R'2  ' 

dont  rintégralion  falt  connaitre  la  famille  complete  de  lignes 
dans  lesquelles  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  vecteur  sont 
lies  enlre  eux  par  la  relation  (18). 

A  cette  famille  de  lig^nes  appartient,  en  parlicuWer,  la  spirale 
isogonale. 

§41 

Problème.  —  OA  =  R  et  OB  =  Ri  étant  deux  rayons  vecleurs 
quelconques  d' une  spirale  isogonale,  déterminer  Vare  AB,  Vangle 
AOB  et  Vaire  du  secleur  AOB. 

A)  —  Si  Ton  designe  par  s,  5j  les  ares  de  la  spirale  compris 
entre  Torigine  et  les  points  A,  B,  des  relations 


R  R 


cos  6  '  cos  6 

en  supposanl  Ri^R,  on  derive  la  formule 

(19)  are  AB  =  ^^  ~  ^  . 

^     ^  cos  o 

B)  —  Les  équations 

í/R  .     ,  f/R  ,     , 

=  cot  u  .  í/ci) ,      — ,— ^ —  =  cot  u  .  dm 


sin  R  '       sh  l\ 

que  Ton  tire  de  la  relation  (34)  du  §  34  et  de  son  analogue  du 
plan  lobatschewskien,  donnent  par  intégration 

(20)  tg  — R  =  c.e<'^'^«i^ 

(20')  th-R-=f  .é'"coi^ 

Telles  sont  les  équations  polaires  des  spirales  isogonalcs  non- 
euclidiennes. 

En  appliquant  la  relation  (20)  aux  points  A(R,  w),  B(Ri,  wi) 
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et  en  romarquant  que  AÒB  =  o)i  —  o),  on  Irouve  la  formule 

/  ^»  9 

(21)  AOB  =  tge.log 


t&irl^ 


valablc  dans  le  plan  rieniannien. 

Dans  le  plan  lobatschewskien  elle  est  remplacée  par  Taulre 

(21')  AOB^tge.log     —     . 

\ii4r/ 

C)  —  En  vertu  de  Téquation  (24)  du  §  29,  la  différentieile 
(/S  de  Taire  coniprise  entre  un  are  quelconque  d'une  spirale 
et  les  vecteurs  extremes  a  pour  expression 

(/S  =  sinô.tg(-|)í/.  =  tge.tg(|-).^i\. 

Or  comme  Ton  déduit  d'ici  par  intégration 

S  =  c-2tg(9.1ogcos(|-), 

c  étant  une  constante  arbitraire,  on  a  évidemment  la  formule 

/       Ri 

/cos  — 

(22)  Aire  secteur  AOB  =  —  2  tg  d\.  log  I   

\cosA 

et  son  analogue 

,    Bi 

(22')        Aire  secteur  AOB  =  —  2  ig  ô  .  log 


,    Ih 


§  ^<2 
Applicatiom.  —  1°  En  désignant  par  C  un  autre  point  de  la 
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spirale,  correspondam  au  vecteur  OC  =  íb,  la  condilion 

AC 

--;:-r-  -=  constaiite  =  m 
CB 

conduit  à  réqualion 

R  +  wRi 


X 


m  -{-  I 


que  Ton  peiít  employer  pour  parlager  un  are  quelconque  en  deux 
parties,  ayant  entre  elles  un  rapporl  donné. 

En  parliculier  le  vecteur  allanl  au  milieu  d'un  are  quelconque 
est  la  moxjenne  arithmé tique* entre  les  vecteurs  extremes. 

2°  Si  le  poinl  C  est  íixé  de  façon  qu'il  soit 

AC  :  Cli  =  OA  :  OB  , 

son  vecteur  x  vcriíie  la  relation 

X       2   \R  ^Ri 

On  voit  donc  que  le  vecteur  partageant  un  are  quelconque  en 
deux  parties  proporlionnelles  aux  vecteurs  extremes  est  égal  à 
leur  moyenne  harmonique. 

3°  En  supposant  que  le  vecteur  OC  =  a?  soit  la  bisectrice  de 
Tangle  AOB,  la  relatian  (21)  donne 


tg-[^ 

tg^^i 

tgJR 

1        ' 

tn4^-v/ 

tg 

yR.t^H.. 

dou  il  suit 


!riema.nnienne        \ 
\ 
lobatscheivskienne  i 

la  tangente  [  .         .    ,.        \    cie   la    moittc   cm   vecteur   bisecteur   de 
(  hyperbolique  ) 

Vangle   compris   entre   deux   vecteurs  cpielconcjues,    est  la   moyenne 

.     .  ,  i  circulaires       ]  .  ., 

geometnque  entre  les  tangentes  <  des  moities   de  ces 

vecteurs.  [  hrjperboliques  \ 
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í'^  Si  le  veclcur  OC=-a3  partage    le   secleur  AOIi   eu   deiix 
parties  égalcs,  oii  déduit  de  la  relalion  (22) 

X  R' 

cos  —      cos  -^ 


R  X 

cos  -y      cos  — 

et  conséquemment 

a^  /         p  li' 

cos  -^      . ,    

2 


X  /        K  R' 


rieman- 


On  a  donc  la  propriété  :   Z)«n-5  une  spirale  isogonale 
nienne  ]  .        \  circulaire       )    ,     ,  '    Lobats- 

-        , .         \  te  cosinus  <  \  de  la  moitic  du  rayon  ve- 

cheivskienne  )  [  hyperbolique  )  •' 

deur  partageanl  un  secleur  quelconque  en  deux  parties  égales,  est 

,  .       .     .  ,      7  •         i  circulaire       ) 

la  nioyenne  geomelrique  entre  les  cosnius  l  >    des    moi- 

liés  des  rayons  veclcurs  extremes.  '  f^Vf^' t)'^tique  ) 

5°  Sur  les  plans  non- euclidiens  il  y  a  une  seule  spirale  isogonale 
passant  par  deux  points  A,  B  et  ayant  le  pôle  a  un  point  donné  O. 
Construison  en  eíFet  une  spirale  isogonale  de  pòle  O,  pas- 
sant par  A  et  inclinée  sur  les  rayons  vecteuis  de  Tangle  9  satis- 
faisant  h  la  relation  (21),  —  Si  Bi  est  le  point  ou  elle  coupe  le 
vecleur  OB,  on  doit  avoir 


:23)  AOB^tgÔ.log 


La  coinparaison  des  relations  (21),  (23)  donne 


d'ou  il  suit 


tg^OBi^tg-R, 


OBi  —  R,     ou  bien     0Bi  =  R|  +  2-. 

Mais  comme  le  deuxième  cas  levient  au  fond  au  premier,  le 
point  Bi  coincide  nécessairenient  avec  B,  et  la  spiíalc  que  Ton 
vient  de  construire  passe  aussi  par  le  point  B. 
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b'  o 


§43 

Coordonnces  intrinsèquex.  —  Ce    système    de    coordonnées   est 
forme  par  le  ravon  de  courbure  p  el  Tare  s  de 
d'     la  ligne,  compté  d'iine  origine  arbitiaire. 

Sur  les  p/a /IS  non-euclidiens  une  ligne  est  com- 
plclemenl  dcleiniinée,  a  tout  mouvement  prés,  par 
une  relation  finie  quelconque  entre  p  el  s. 
En  eíTet  si 

est   une    telle   relalion,   en   désignant   par  dz 
Tangle  de  conlingence,  on  a  les  formules 


f/p  =  Ç  [s)  .ds,      í/s 


^  ^'  Cela  pose  donnons   a  s  une   valeur   parli- 

culière   quelconque  sq,   et   calculons   la   valeur  correspondanle 

ds_ 


de  dz 


dzr\  = 


J  s  =  «o 


Décrivons  deux  droites  A'A,  B'A  inclinées  entre  elles  de 
Tangle  infiniment  petit  dso,  prenon  le  segment 

AA' =  [/■(.)],  =  ,„  =  po 

et  décrivons  Tare  circulaire  infiniment  petit  A'B'  de  centre  A  et 
de  rayon  AA'. 

Prelongeons  I3'A  du  segment 

kB=^[f'{s).ds],^,=dço, 

tirons  la  droite  BC'  inclinée  sur  BB'  de  Tangle  B'BC  égal  à  la 
valeur  de  dz  successive  a  í/sq,  et  décrivons  l'arc  circulaire  B'C' 
de  centre  B  et  de  rayon  BB',  are  qui  reussira  tangent  a  Tare 

A'B'  au  point  B' etc. 

Si  lon  perfeclionne  idéalement  les  conslructions  que  Ton 
vient  d'exposer,  en  les  poussant  avec  la  pensée  jusqu'à  la  der- 
nière  limite  d'exactitude,  on  a  une  infinité  d'arcs  circulaires  infi- 
niment   pelits    /V'B',    B'C',    CJiy , envcloppant  une  ligne 

A'B'C'D' ,    dont  le  rayon  de  courbure  p  est  exprimable 

précisément  par  la  fonction  /'(v)  de  Tare.  —  Remarquons  que  la 
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forme  de  cette  ligne  ne  dépend  nullement  ni  de  la  posilion  du 
somniet  A,  ni  de  la  direction  du  còlés  AA.'  de  Tangle  initial 
A'AB',  car  si  Ton  fait  de  noiíveau  les  construotions  preceden- 
tes, en  niodiíiant  les  conditions  iniliales,  on  obtient  une  nou- 
velle  figure  F'  superposable  à  la  figure  primitive  F.  Et  dans  la 
superposition  de  ces  figures  égales  F,  F'  la  ligne  nouvelle  L'  va 
coíncider  avec  la  ligne  primitive  L,  ce  qui  démontre  bicn  leur 
identité. 

Remarque.  —  Si  L  (A|,  Ag,  A3, )  est   une    ligne    tracée 

sur   une    surface    quelconque,   et    L'  (A'i,    A'2,   A'3, )   son 

évolue  géodésiques,  Tare  A„  A'„  de  géodésique  peut  s'appeler 
le  rayon  géodésique  de  la  ligne  L  au  point  générique  A„. 

Or  si  Ton  suppose  que  ce  rayon  géodésique  r  soil  exprime 
par  une  fonction  connue  de  Tare  5,  on  peut  démontrer,  par 
une  méthode  analogue  à  la  precedente,  quil  existe  sur  la  sur- 
face une  ligne  dont  le  rayon  géodésique  est  exprime  par  la  fon- 
ction donnée  de  Tare.  Mais  dans  le  cas  actuei  Tapplication 
inconditionnée  de  la  surface  sur  elle-mème  n'a  pas  lieu,  en  ge- 
neral; de  sorte  que  la  forme  définitive  de  la  ligne  dépend  soit 
de  la  position  du  point,  soit  de  la  direction  de  la  droite  d'ou 
l'on  initie  la  construction. 

Autrement  dit,  la  ligne  ne  resulte  pas  déterminée,  dans  un 
sens  absolu. 

§44 

Coordonnêes  (R,  d).  —  Le  rayon  vecteur  R  et  son  inclinaison  Ô 
sur  la  ligne  L  (inconnue)  soient  lies  par  une  des  relations 

(24)  R  =  /■(«) 

(25)  e  =  '^(R). 

Dans  le  premier  cas  on  a  la  formule 

,      í/R       fm    ,^ 

cos  u        cos  y 


d'ou  il  suit  par  inlégration 

(26)  s^SQ=if'^^^ 


cos  o 


r/0. 


Sq  étant  une  constante.  —  La  ligne  L  est  donc  définie  (en  coor 
données  radiales)  par  Téqualion  résultant  de  léliminalion  de  í 
entre  les  équations  (24),  (26). 
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Dans  le  deuxième  cas,  eii  iiitégrant  léquation 


ds 


cos  Cp  (R)  ' 


on  trouve  aussitòt  Téqualion  de  la  llgne  L  (en  coordonnées  ra- 
diales)  sous  la  forme 

(27)  5  +  ^0=     7^,- 


Jutre  méehode.  —  De  la  relation 


í/R_ 
is 
on  tire 


(28)  cose-   j^ 


sin  R  .  -T--      (dans  le  p.  r.) 


v/r/«2_^R2      \  '  dW 

(29)  'S«  =  -^7R—  ,„ 

f   sh  R  .  -T— -     (dans  le  p.  I.). 
\  un 

Si  donc  on  intèg;re  Téquation  résultant  de  Télimination  de  6 
entre  les  relations  (25),  (29),  on  trouve  pour  équation  polaire 
de  la  ligne  L: 

(3^0)  (O  +  coo  -  j  ~^^  dR  (dans  le  p.  r.) 

(30')  o.  +  0)0  =J'^lf^   dK  (dans  le  p.  1.). 


u)q  étant  une  constante  arbitraire. 


En  rappelant  enfin  la  relation  (28),  Tanalyse  precedente  dé- 
niontre  quune  ligne  plane  non-euclidienne  est  délerminée  de  forme, 
aussitòt  que  Von  donne:    1°  une  relation  finie  entre  R  et  d;  2°  une 

,     .       y.    .  r.         dK 

relation  fime  entre  R  et  — j— . 
ds 

§  45 

Applications.  —  1°  Dans  Thypothèse  t  =  constante  =  a,  la  pre- 
mière  équation  (34)  du  §  34  donne 

(31j  (/s  =  tg  a  .  cot  R  f/R  , 


123 

doíi  il  suit  par  intégration 

sin  R  =  e  tg  «  , 

Sq  étant  une  constante  arbitraire. 

Te//e  est  l'équation  de  la  ti  actrice  polaire  riemannienne ,  en  coor- 
donntes  ra(liale<í  {^). 

Comnie  de  Ia  relation  (31)  niise  sous  la  forme 

tg  R  =:=  tg  a  .  -j-  =  tg  fl  .  cos  0  , 


on  tire 


^^,(R;^arccos(^), 


la    formule  (30)   donne  pour  équatlon   de    la   tractrice    polaire 
riemannienne 

,  1       /  /cos^fl!  —  sin'^  R  . 

CO  4-  COq  =  r-^- í/R  . 

cosaj  sni^R 

On  a  des  équations  analogues  pour  la  tractrice  polaire  lo- 
ba tscliewskienne. 

2°  Si  Ton  suppose  6i  =  ^  —6  dans  Téquation  (10)  du  §  38, 
ou  trouve 

6  =  cp  (R)  =  are  .  cot  (cos  R) , 

ce    qui,    en   vertu   de  la  relation  (30),    démontre  que   /a  ligne 

\  riemannienne        ]     ,.„    .  „,  tffR) 

,  ,        ,       , .  deftme  par   l  equation  polaire    ,  ^  y  =  gw+Wo 

(  loOalscneivslaenne  \  '  ^  '  th  R  ) 

jouit  de  la  propriété  caraclérislique  que  son  inclinaison  sur  le  rayon 

vecteur,  est  complcmenlaire  de  l' inclinaison  de  son  image  euclidienne 

sur  le  vecteur  correspondant. 

§46 

Coordonnées  (p,  R),  (q,  R).  —  Les  perpendiculaires  OP^p, 
OQ  =  q  abaissées  de  Torigine  sur  la   tangente  et  la  normale  à 


(')  On  sait  que  Téquation  de  la  tractrice  polaire  euclidienne  est  R=e  " 


12  i 


un   point   quelconque   A.  de  la  ligne  L  (inconnue)  solent  liées 

au    rayon    vecleur  R  par   les    rela- 
tions 

sin;;  =  /XR) 
sin  ^  =  F  (R) , 

/'  et  F  étant  des  symboles  fonction- 
nels  connus. 

Or  comine  les  triangles  reclan- 
gles  OAP,  OA.Q,  si  Te  plan  est 
riemannien,  donnent 


(34) 


—  sin  R  .  sin 


inRy/ 


í/R\2 


í/R 


q  ^  sin  R  .  cos  d  =  siii  R  .  —f—  , 
-'  as 


on  a  dans  le  premier  cas 

sin  R  .  í/R 


i/sin2R-/-2(R) 


ds, 


d'ou  par  intégralion 

r      sin R.  f/R 

(3b)  -^  =  ^-  + 


Dans  le  deuxième  cas 


sin  R 
í/R 


et  en  inlégrant 
(36) 


Sj)  étant  une  constante  arbitraire 


TsinR.í/ 


í/R  =  í/5 


■^  +  *n . 


Si  au  lieu  des  relations  (32),  (33)  on  a  les  autres 

R  =  cp  (sin  p) ,      R  =  íjj  (sin  q) 

résolues   par  rapport  au  rayon  vecteur,   le  calcul  est  simplifié. 
En  eíFet,  en  vertu  des  égalilés  (34),   on   peut  écrire  les   rela- 
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tions  ■  • 

R  =  cp  (sin  R  .  sin  6) ,     R  =  cjj  (sin  R  .  cos  6) , 

et  Ton  tombe  ainsi  dans  le  cas  des  coordonnées  R,  d  (§  44). 

En  résuinant:  Sur  /es  p/ans  non  euclidiem  toule  rclation  finie 
ejitre  p  et  R,  ou  entre  q  et  R,  définit  sur  une  ligne. 

§  47 

Applications.  —  1°  Développante  de  cercle.  En  remarquant  que 
la  développante  de  cercle  est  caractérisée  par  la  propriété  que 
ses  normales  ont  une  distance  constante  au  centre  du  cercle 
(pòle),  on  a  la  relation 

sin  ^  =  F(R)  sin  7», 

m  étant  une  constante, 

II  suffit  donc  d'appliquer  la  relation  (36),  pour  voir  que  la 
développante  de  cercle  de  rayon  ni,  quand  le  põle  est  au  centre,  est 
représentée  (en  coordonnées  radiales)  par  1'équation 

cos  R  =  (s  +  5o).sin  m  (dans  Ic  p.  r.) 

cli  R  =  (ò -j-  5o)  •  sh  m  (dans  le  p.  1.). 

Considérons  niaintenant  le  triangle  rectangle  AQO  ayant 
pour  sommets  un  point  quelconque  A  de  la  ligne,  le  point 
correspondant  Q  de  lévolue  et  le  pòle  O.  En  remarquant 
que  AQ  =  p,  OQ  =  w,  OA  =  R,  on  trouve  que  la  développante 
de  cercle  de  rayon  m  est  représentée  (en  coordonnées  intrinseques) 
par  Véquation  (Voir  le  §  65) 

cos  fi  =  (s  +  ^o)  tg?w  (dans  le  p.  r.) 

eh  p  =  (s  +  .çq)  th  ?/z  (dans  le  p.  1.). 

2.°  Développée  de  la  spirale  isogonale.  L  étant  une  spirale  iso- 
gonale  de  pòle  O,  le  centre  de  courbure  correspondant  à  un 
point  ({uelconque  A  de  la  ligne,  est  le  point  A|  ou  la  normale 
en  A  est  recontrée  par  la  perpendiculaire  OAi  =Ri  élevée  au 
pòle  sur  le  rayon  vecteur  (§  40). 

•Or  si  du  point  O  on  abaisse  la  perpendiculaire  0\\^=:pi^  sur 
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la  normale  A  Ai,  les  triang^les  rectangles  AiOA,  OMiA  donnerit 
^  ^  les  relations 

t^Ri  =  sin  R  .col  6 , 
sinpi  =  sin  R.COS  6  , 

íVou   Ton   lire 


sin/J|  . 

.:  —  =  Sin  O  . 

tg  Ri 

En  suivant  un  ptocédé  analo- 
gue  sur  le  plan  lobalschewskien, 
on  a  le  théorème:    JJ évolue  de  la 

spirale    isogonaie   d' inclinaison   6   est    représentée    [en    coordonnées 

p,  R)  par  Véquation 


Fig.  2G 


(37) 
(37'; 


sinyL>  =  sino.  tg  R 
shp  =  sin  Ô.th  R 


(dans  le  p.  r.) 
(dans  le  p.  1.). 


Si  Ton  remarque   que  dans   le   cas  actuei  /"(R)  =  sin  6 .  tg  R, 
l'équation  (35)  donne 


are  sin 


.     /  sin  R  \ 

in    X  1 

Vcos  W  / 


s  +  5n . 


Et  si  Ton  fait  la  recherche  analogue  dans  le  plan  lobatschews- 
kien,  on  conclut  que  Véqualion,  en  coordonnées  radiales,  de  la 
développée  de  la  spirale  isogonaie  d' inclinaison  6  est 

sin  R  =  cos  0 .  sin  {s  -|-  s^  (dans  le  p.  r.) 

sh  R  =  cos  6  .  sli  {s  -\-  .Çq)  (dans  le  p.  1.). 

II  suffit  de  comparer  ces  équalions  a  Tautre 

R  =  (.ose.(A-  +  5o) 

définissant  la  spirale  isogonaie  d'une  surface  quelconque  (§  39)' 
ou  bien  les  équations  (37),  (37')  aux  autres 

sin^  =  sin  6.  sin  R  ,      ú\p  =  sin  ô.sh  R 

définissant  les  spirales  isogonales  non  euclidiennes,   pour  con- 
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dure   que   la   developpée  iVune   spirale   isogonaU    non-eucliJienne 
n  es t  jamais  une  ligne  de  même  famille  (*). 

§  48 

Coordonnées  (S,  5),  (S,  p).— L'aire  S  coniprise  entre  un  are 
arbitraire  dune  ligne  plane  L  (inconnue),  Tare  correspondant 
de  Tévolue  et  les  rayons  de  courbure  extremes,  soit  liée  a  Tare  s 
et  au  rayon  de  courbure  p  par  les  relations  finies 

(38)  S  =  /■(.) 

(39)  S  =  cp(p). 

L'aire  élénientaire  í/S  peut  être  regardée  conime  un  secteur 
circulaire  infiniment  petit  de  rayon  p,  et  dont  Tangle  au  centre 
dx  est  defini  par  une  des  relations  (§  30) 

/     ds 


\  sin  p 
í/t=  '        ^ 
ds 


sh 


suivant  la  nature  du  plan.  —  Or  si  le  plan  est  riemannien,  on 

a  (§  28) 

de  sorte  que  la  ligne  cherchée  L  esl  définie  (en  coordonnées  inlrin- 
sèques)  par  1'équalion 


.2, 

Dans  le  cas  de  la  relation  (39)  on  a  Téquation 

?Vp) 


-i}) 


í/p  =  ds  , 


(•)  Diins  Ic  piau  ordinaire  la  spirule  logarithiiiquc  a  pour  developpée 
une  autre  spiralc  logarithmic|ue. 


Í28 


d'ou   il    sult   par  intégration 

SQ  étant  une  constante  arbilraire. 

Telie  esl  1'équation  de  la  ligne  cherchée,  en  coordonnées  intrin- 
sèques. 

Dans  le  plan  lobatschewskien  subsistem  des  formules  ana- 
logues. 

Cette  analyse  démontre  c\\\une  ligne  non-euclidienne  est  com- 
plètement  détcrmime  par  une  relation  finie  quelconque  liant  Vaire  S 
a  Vare  ou  au  rayon  de  courbure. 

(A  suivre.) 


(  Lu.^  ^^À^-^-^ 


A  COMIVIEIYIORAÇAO  DARWINEANA 
CELEBRADA  PELA  UNIVERSIDADE  DE  CAIVIBRIDGE 

(22-24  DE  JUiNIIO  DE  1900) 


POR 


Aarão  Ferreira  de  Lacerda 


O  Senado  da  Universidade  de  Cambindge  resolveu  comnie- 
morar  o  centenário  do  nascimento  de  Dauwin  (12  de  fevereiro 
de  1809)  e  o  quinquagesimo  anniversario  da  publicação  da 
Origem  das  Espécies  (24  de  novembro  de  1859).  Em  nome  da 
Universidade,  o  seu  Chancciler,  Lord  Rayi.eigh,  convidou  o  Con- 
selho da  Academia  Polytechnica  do  Porto  a  tomar  parte  nessa 
homenagem. 

Gratamente  accedeu  ao  convite  o  Conselho  da  Academia, 
que,  para  esse  fim,  me  nomeou  seu  representante.  Tive,  pois,  a 
honra,  que  tão  reconhecidamente  agradeço  aos  meus  collegas, 
de  poder  assistir,  como  delegado  da  Academia  Polytechnica,  á 
Commemoração  daruineana  celebrada  em  Cambridge  (22-24  de 
junho  de  1909). 

Do  que  se  passou  naquelles  memoráveis  dias  vimos  dar  uma 
resumida  noticia,  recordando,  ao  mesmo  tempo,  alguns  traços 
da  biographia  scientifica  do  grande  natui'alista  inglez.  Subse- 
quentemente, em  um  outro  artigo,  diremos  tjuaes  os  progressos 
realisados  na  theoria  da  descendência  depois  da  publicação  da 
Origem  das  Espécies. 

Seja-nos  permittido  desde  já  agradecer  ao  Master  e  aos  Fel- 
lows  do  Pembroke  College  a  generosa  hospitalidade  que  alli  rece- 
bemos durante  os  dias  da  Commemoração,  e,  egualmente,  ma- 
VoL.  V  —  N.°  3  1 
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nifestar  o  nosso  reconhecimento  a  Francis  Darwin  por  nos  ter 
enviado,  a  nosso  pedido,  o  retrato  de  seu  illustre  pae,  com  a 
permissão  de  o  reproduzir  nestes  Annaes. 


A  Commemoração  darwineana  constou  essencialmente  de  três 
solcmnidades  :  a  entrega  das  mensagens,  o  banquete  universi- 
tário e  a  cerimonia  da  investidura  dos  novos  doutores  em  scien- 
cia  honoris  causa. 

A  22  de  junho,  á  noite,  o  Chanceller  da  Universidade  de 
Cambridge,  Lord  Raileicu,  recebia  os  delegados  scientificos  no 
Fitzioilliam  Museum.  As  telas  magistraes,  que  em  tão  grande 
numero»  se  podem  aduiirar  nos  salões  d'esse  notável  museu, 
contribniam  a  formar  uui  scenario  adequado  á  magnificência 
da  recepção.  A  extraordinária  diversidade  e  numero  de  vestuá- 
rios académicos  davam  immediatamente  a  impi-essão  de  que  dos 
diflerentes  paizes  do  mundo  culto  tinham  acudido  represen- 
tantes de  corporações  scientificas  para  se  associarem  á  home- 
nagem que  a  Universidade  ia  prestar  á  memoria  de  Carlos 
Darwin. 

* 

No  dia  seguinte  (23)  realisou-se,  na  Senale  House,  a  solemni- 
dade  da  entrega  das  mensagens.  A  cei^imonia  foi  feita  com  a 
maior  simplicidade;  dava-lhe,  porém,  uma  excepcional  gran- 
deza a  circumstancia  de  que,  entre  os  numerosos  delegados  de 
institutos  scienlificos,  que  alli  se  i-euniam,  se  encontrava  a  maior 
parte  dos  grandes  biologistas  contemporâneos. 

Estavam  representadas  243  instituições  scientificas. 

Dos  delegados,  76  pertenciam  ás  Ilhas  Britannicas,  e  entre 
estes  estavam:  Archibald  Geikie,  Lauder  Brumon,  Rav  Lankester 
como  representantes  da  Sociedade  Real  de  Londres;  Francis 
Darwin  como  representante  (presidente)  da  Associação  Britan- 
nica;  Lord  Avebwry  como  representante  do  iVIuseu  Britannico 
(Historia  natural),  e  Poulton  da  Universidade  de  Oxford.  Os 
Estados  Unidos  enviaram  30  delegados,  entre  os  quaes  Jacques 
LoEB,  E,  Wilson  e  Henry  Osborn.  A  Alleinanha  também  se 
fazia  representar  por  uns  30  delegados,  entre  os  quaes  estavam 
Waldever,  Diels,  Engler  e  O.  Hertwig,  como  representantes 
da  Academia  Real  das  Sciencias  da  Prússia;  Schultze  da  Uni- 
versidade de  Bonn;  Butschli,  de  Heidelberg;  e  ainda  Max 
YtuwoRN,  RoBERT  WiLDERSHEiM,  Theodor  Roveui.  Entre  os  repre- 
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sentantes  da  Austria-nun<^ria  estavam  S,  Apathy,  Jules  Dol- 
Li>GER,  LuDwiG  voN  Graff,  Franz  Steindaciiiser.  Entic  os  repre- 
sentantes hollandezes  via-se  Huco  de  Vries,  c  entre  os  belgas 
E.  VAN  He^ede.n. 

A  liniver&idade  de  Paris  enviou  F.  le  Damec-,  o  Instituto  de 
França  teve  como  representantes  Edmond  Perrier  e  o  Principe 
RoLA^D  Bonaparte;  o  Instituto  Pasteur  de  Paris  foi  representado 
por  Metcu.mkoff.  Entre  os  representantes  suecos  estavam  Svante 
Arrhemus,  director  do  Instituto  INobel  e  Aifrkd  Natuorst  de 
Stockoluio;  entre  os  suissos,  K.  Chodat,  reitor  da  Universidade 
de  Genebra;  entre  os  russos,  C.  Tijuriazefe  da  Sociedade  Impe- 
rial dos  naturalistas  e  da  Universidade  de  Moscow.  Entre  os 
representantes  italianos  estavam  o  Marquez  de  San  Giuliano, 
embaixador  de  Itália  em  Londi'es  {Socielh  Geographica  Italiana) 
e  o  Conde  Ugo  Bai.zam  (^Accademia  dei  Lincei).  A  Universidade 
Central  de  Hespanha  (Madrid)  teve  como  delegado  o  professor 
Bolívar. 

Houve  um  motivo  grave  cjue  impediu  a  viagem  do  delegado 
da  Universidade  de  CoiíidDra,  o  nosso  mestre  e  amigo,  dr.  Júlio 
Henriques.  Foi  substituil-o  o  dr.  Pinto  Basto.  A  vSociedade  de 
Geograpliia  de  Lisboa  foi  representada  por  Silva  Telles. 

Além  dos  delegados  das  corporações  scientiíicas,  a  Univer- 
sidade recebia  ainda  187  bospedes  eui  cuja  lista  se  viam  os 
nomes  de:  Joseph  Hooker,  um  dos  mais  illustres  amigos  de 
Darwin;  R.  IMeldola;  ?S'orman  Lockyer,  director  do  Observatório 
de  pbvsica  solar,  Soutb  Kensington;  H.  Asquith,  primeiro  mi- 
nistro de  Inglaterra;  professor  ,1.  W.  Judo;  Ducjue  de  iNoritium- 
berland,  presidente  da  Royal  Inslitution;  Arthur  J.  Balfour; 
A.  C.  DE  Candolle,  Genebia;  Lord  Bispo  de  Ely;  G.  Kiebs, 
da  Universidade  de  Heidelberg;  Lord  Farrer;  Lord  Manners; 
H.  Miers,  principal  da  Universidade  de  Londres;  Lord  Morley, 
secretai'io  de  estado  da  índia;  Lord  Collins;  Lord  WALSl^GHAHI; 
Lord  Weardale;  e  numerosos  representantes  das  familias  de 
Darwin  e  Wedgwood,  etc. 

Haeckel  e  Weismann  não  estiveram  presentes,  tendo  no  em- 
tanto  enviado  a  desculpa  da  ausência  pela  sua  avançada  edade. 

Havia  ainda  representantes  da  Dinamarca,  Noruega,  Japão 
e  das  colónias  biitannicas  (índia,  Austrália,  Canadá,  Cabo, 
etc). 

O  Lord  Cbanceller  abrindo  a  sessão,  saudou  os  delegados. 
Depois,  continuando,  disse  que  todos  os  que  possuissem  espi- 
rito scientifico  admiiavam  Darwin  e,  todos  os  cpie  o  conbece- 
ram,  profundamente  o  estimaram.  Era  um  prazer  e  um  esti- 
mulo pensar  em  Darwin  que,  não  obstante  a  sua  falta  de  saúde, 
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trabalhou    sempre,    exercendo    do    seu    retiro    uma    influencia 
quasi  sem  egual  nas  ideias  do  seu  tempo. 

Rayleigh  terminou  expi'imindo  o  desejo  de  que  fosse  creada 
em  Cambridge  uma  cadeira  onde  Ibssem  especialmente  versados 
os  problemas  relativos  á  hereditariedade,  assumpto  que  é  inti- 
mamente associado  ao  nome  de  Darwim  e  de  seu  primo  Francis 

G ALTON. 

Depois  principiou  a  entrega  das  mensagens.  Era  lido  em  voz 
alta  o  nome  de  cada  corporação  scientifica  e  o  do  delegado  que 
a  representava.  Este,  em  seguida,  entregava  ao  Chanceller  a 
mensagem  de  que  era  portador.  As  manifestações  de  applauso 
e  sympalhia  da  brilhante  assembléa,  que  tão  imponente  tor- 
nava o  aspecto  da  ampla  sala  da  Senate  House,  acompanharam 
sempre  a  entrega  de  cada  Address, 

Como  delegado  da  Academia  Polytechnica,  tivemos,  por  nossa 
vez,  a  honra  de  entregar  a  seguinte  mensagem: 

Ad  CitJilabrígiensem  Universitalem  Academia  Polytechnica  Por- 
tucalensis . 

Cantabrigiensis  Universitalis  invitalio,  ut  in  centésimo  anno  ce- 
lebrando, ex  quo  Darwin  natus  est,  ac  siinul  quinqua gesimo ,  ex 
quo  ejus  opus,  Origin  of  Species,  nomine  insignitum.,  in  lucem  pro- 
.  diit,  Academia  fíoli/technica  Poi  lucalensis  per  legalum  adessel , 
7iobis  pergrata  fuit,  magnum  enim  decus  atque  honorem  accepimus ; 
et  praelerea  ad  significandum  quam  ardenti  sludio  effusoque  pectore 
insig7iem  rerum  nalurae  scrutatorem  miramur  ac  colimus,  admodum 
opportuna. 

Jure  ac  mérito  Britanni  eives  incliti  sapientis  cineres  in  Pan- 
theone,  ubi  tot  praestantissimi  suae  gentis  viri  requiescunt ,  juxta 
Newton  condere  statuerunt ,  Darwin  est  enim  Britanniae  decus  ac 
perennis  gloria  ! 

Haud  facile  reperiuntur  viri  aeque  sollertes  ac  Darwin,  qui  rei-um 
nalurae  leges  perspicere,  inspicere  ac  patefacere  possint ;  et,  quae- 
cunque  sinl  futa,  quae  hujtis  cl.  viri  doctrinae  occurrant,  haud 
tamen  dubium  est  quin,  tot  accuratissimis  observationibus  innixa 
atque  adeo  perspicaci  ingenio  suffulta,  in  summo  scientiae  culmine 
praefulgeat  atque  omnes  aevos  superet. 

Hac  de  re  colendissimae  Universitati  Ca?itabrigiensi  vefiementer 
gralulnmur ,  atque  a  D.  O.  M.  etiam  atque  etiam  petimus,  ut  Jnsti- 
tutum  vestrum  in  pristuio  splendore  aeteinum  maneat. 

Apud  Academiam   Polyteclinicam   Portucalensem   prid.    k.   mai 

1909. 

Acad.  Polyt.  Porluc.  nomine 

(a)  Francisco  Gomes  Teixeira. 
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Houve  três  turnos  de  entrega  de  mensagens,  seguindo  se  as 
nacionalidades  por  ordem  alpliabetica.  Nos  intervallos  e  no  fim, 
falaram  successivamenle  Oscar  Hicktwig  (Berlin),  .Metchmkoff 
(Paris),  OsBOUN  (New  Yorkj  e  lUv  Lankester  (Oxford). 

Hertvvig  lembrou  que,  em  honra  de  Darwin,  já  este  anno 
tinham  sido  celebradas  commemorações  em  Hamburgo,  IMunich, 
Francfort  e  outras  cidades  germânicas,  e  que  a  noção  evolucio- 
nista se  tornou  predominante  na  biologia  ailemã,  tendo  Haeckei, 
concorrido  nmito  para  que  desde  o  principio  se  divulgasse. 

Metchmkoff,  falando  em  nome  do  Instituto  Pasteur  de  Paris, 
mostrou  a  grande  influencia  que  teem  tido  os  conceitos  dar- 
wineanos  no  desenvolvimento  da  pathologia  comparada,  novo 
ramo  da  biologia,  que  já  tem  esclarecido  o  mechanismo  de 
alguns  processos  mórbidos  pelo  estudo  dos  phenomenos  simi- 
lares na  serie  ascendente  dos  organismos. 

OsBORN  lembrou  as  glorias  de  Cambridge  e  a  útil  influencia 
da  sua  Universidade  na  vida  scientifica  da  America;  por  seu 
turno  os  sábios  americanos,  como,  por  exemplo,  pelos  seus  es- 
tudos sobre  os  fosseis.  Cope  e  Marsh,  já  teem  descoberto  novos 
e  valiosos  elementos  comprovativos  da  theoria  da  descendência. 
OsBORN  terminou  dizendo  que  os  delegados  americanos  e  alguns 
amigos  desejavam  off'erecer  ao  Clirist's  CoUege  um  busto  em 
bronze  de  Darwin,  trabalho  do  seu  patricio  William  (>ouper. 

Ray  Lamcester,  no  seu  discurso,  referiu- se  aos  pontos  mais 
discutidos  da  doutrina  transformista,  affirmando  que  em  todas 
as  cpiestões  fundamentaes  eram  as  opiniões  de  Darwun  que  ainda 
prevaleciam  depois  de  50  annos  de  exame  e  experiências  e  a 
despeito  de  todas  as  tentativas  para  as  lançarem  por  terra. 
Darwin  estudou  com  toda  a  altenção  as  variações  consideráveis 
e  rápidas  e  as  variações  minimas  e  lentas,  dando  a  estas  se- 
gundas' muito  maior  importância  no  conceito  da  evolução.  Além 
d'isso  egualmente  attendeu  muito  á  significação  dos  factos  da 
herança  em  relação  á  fecundação  cruzada  das  variedades  culti- 
vadas, especialmente  sob  o  ponto  de  vista  do  grau  de  fusão  dos 
caracteres  ou  do  seu  predominio.  Acerca  das  leis  de  Mendel, 
disse  também  Ray  Lankester  a  sua  opinião:  essas  leis,  se  tives- 
sem sido  conhecidas  por  Darwin,  deviam  interessal-o  vivamente, 
porque  concorrem  ao  esclarecimento  do  mechanismo  da  trans- 
missão hereditária;  comtudo,  em  nada  alteram  os  principios  em 
que  elle  fundamentou  a  doutrina  da  descendência. 

Com  o  discurso  de  Lankester  terminou  esta  solemnidade,  que 
ficará  inolvidável  para  todos  os  que  a  ella  tiveram  a  felicidade 
de  assistir. 
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No  banquete  realisado  (23,  á  noute)  em  uma  sala  universi- 
tária, New  ExaminatioTi  Rooms,  houve  dois  discursos  em  home- 
nagem á  memoria  de  Darwin,  o  de  A.  J.  Bai.kolr  e  o  de  Svante 
Arrhemus. 

O  discurso  elegante  e  fluentissimo  do  considerado  estadista 
Balfour  a  todos  impi'essionou  pela  sua  clareza  e  elevação.  Duas 
circumslancias  o  auctorisavam  a  usar  da  palavra  naquelle  mo- 
mento, a  mais  profunda  affeição  pessoal  e  a  mais  iijimitada 
admiração  pelo  assumpto,  e,  além  d'isso,  a  sua  dedicação  á 
Universidade  de  Cambridge.  Lembra  que  na  17.^-18.^  centúria 
esta  Universidade  se  orgulha  com  Newton,  e  que  no  século  xix 
educou  You.NG,  Kei.vin,  Maxwel,  Stokes  .  .  .  Houve,  porém,  um 
discipulo  de  Cambridge  que,  trabalhando  em  um  outro  do- 
minio  de  investigação  scientifica,  inqjiimiu  indelével  sello  em 
toda  a  espliera  do  desenvolvimento  da  actividade  ])ensante.  Foi 
Darwin.  Não  modificou  somente  as  nossas  ideias  sobre  a  evo- 
lução biológica,  modificou  também  as  ideias  correntes  sobre  a 
historia,  a  sociologia  e  a  politica.  Além  dos  seus  estudos  sobre 
a  evolução,  um  outro  facto  devia  ser  posto  em  relevo.  O  seu 
grande  poder  de  observação  e  a  sua  extraordinária  capacidade 
para  generalizar  com  largueza  e  segurança  tornaram-n'o  mestre 
em  todas  as  sciencias  naturaes  — geologia,  botânica,  zoologia  e 
anthropologia.^  Não  houve  na  historia  da  sciencia  um  génio, 
concluiu  Balfour,  cuja  memoria  uma  grande  Universidade  possa 
celebrar  com  mais  orgulho  e  que  melhor  mereça  a  homenagem 
calorosa  dos  representantes  dos  grandes  centios  do  saber. 

SvAME  Arrhemus,  lalando  em  seguida,  recorda  os  nomes  de 
Lamarck,  Ehasmus  Darwin,  AVallace,  Herbert  Spencer,  Huxi.ey  e 
Haeckel.  Kefere-se  á  amplidão  dos  conceitos  de  Darwin  e  á  base 
evolutiva  sobre  a  qual  assentam  hoje  tão  variadas  sciencias  so- 
ciaes,  desde  a  historia  cultural  do  espirito  até  á  criminologia. 
Mesmo  os  theologos,  que  a  principio  olhavam  receosos  para  as 
novas  ideias,  principiam  a  cstudal-as  com  altenção,  comprehen- 
dendo  o  seu  valor.  Na  lamilia  Darwin  vé  se  um  brilhante  exemplo 
da  herança  de  qualidades  intellectuaes.  Arrhemus  lembra  a  esse 
respeito  os  trabalhos  em  astronomia  de  George  Darwin,  Con- 
clue,  dizendo  que  a  doutrina  da  evolução  concorre  poderosa- 
mente para  a  manutenção  da  paz  entre  as  nações  civilisadas. 

W.  Erasmus  Darwin,  o  filho  mais  velho  de  Darwin,  agradeceu, 
nari'ando  depois,  no  seu  discurso,  algumas  particularidades  ex- 
tremamente interessantes  da  vida  intima  de  seu  pae,  Em  seguida 
o  professor  E.  Poulton,  de  Oxford,  brindou  a  Cambridge,   O 


135 


banquete  terminou  pelo  brinde  de  agradecimento  a  todos  os 
que  se  associaram  á  Commemoração,  brinde  que  foi  levantado 
pelo  Rev.  Mason,  Vice-cliancclU'i'  da  Universidade  de  Cambridge. 

Um  telegrainma  foi  enviado  a  Alfked  Rlssel  Wallace  lem- 
brando os  seus  grandes  trabalhos  associados  ao  motivo  da 
Commemoração  que  se  celebrava,  e  lamentando  que  elle  não 
pudesse  estar  presente. 

Ao  levantar  do  banquete,  o  Rev.  Mason,  recitou  a  breve  phrase 
de  oração  de  «rracas. 


O  Masler  e  os  Fclloivs  do  Chrisl's  Coltege  (residência  de  Darwin 
como  alumno)  e  egualmente  o  Master  (que  tand^em  na  occa- 
sião  era  Vice-chanceller  da  Universidade)  e  os  Fellows  do  Pem' 
brolie  CoUege  oflerecerani  respectivamente  aos  delegados  duas 
festas  intimas  nos  jardins  e  claustros  dos  seus  collegios. 


II 

Na  quinta  feira  (2i)  foram  investidos  nos  seus  graus  os  novos 
doutores  honorários.  A  cerimonia  realisou-se  na  Senate  House. 
Na  sala  estavam  as  auctoridades  e  professores  universitários  e 
os  delegados  e  hospedes  da  Commemoração  darwineana.  O 
orador  universitário  fazia  successivamente  o  elogio  de  cada 
doutor.  Depois  tomava-lhe  a  mão,  levando-o  á  presença  do 
Chanceller  que  se  limitava  a  pronunciar  as  palavras  sacramen- 
taes,  cumprimentando  em  seguida  o  novo  investido. 

Foram  em  numero  de  '21  os  doutores  em  sciencia  àonorís 
causa  a  quem  foi  conferido  o  grau  naquelle  dia.  Eram  quasi 
todos  naturalistas  eminentes,  Limilar-nos-hemos  a  citar-lhes  os 
nomes,  apenas  mencionando  respectivamente  os  seus  princi- 
paes  trabalhos,  recordados  por  .1.  Sandys,  o  orador  official 
naquella  solemnidade.  Receberam  aquelle  testemunho  de  consi- 
deração :  Jacquks  Loeb,  professor  de  physiologia  na  Universidade 
da  Califórnia,  que  conseguiu  obter  o  desenvolvimento  embrvo- 
nario  em  óvulos  não  fecundados  de  echinodermes,  pela  modi- 
ficação da  composição  salina  da  porção  de  agua  do  mar  em 
que  estavam  mergulhados,  ou  por  meio  d'uma  infusão  de  san- 
gue; Hugo  DE  Vries,  professor  de  botânica  em  Amsterdam  que, 
principalmente  pelas  variedades  da  Oenothera,  que  conseguiu 
desenvolvei',  chegou  á  celebre  theoria  que  tanta  impressão  tem 
produzido,  de  í[ue  a  transformação  das  espécies  se  não  faz  so- 
mente por  fluctuações  insensíveis,   mas  também  por  mutações 
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bruscas;  Edmund  Wilson,  professor  de  zoologia  na  Columhia 
Universily ,  New  York,  que  observou  que  em  certos  insectos 
o  sexo  é  determinado  pela  presença  ou  ausência  de  um  deter- 
minado fragmento  nuclear;  Van  Reneden,  cytologista  e  embryo- 
logista,  professor  de  zoologia  era  Liége,  que  escreveu  a  memoria 
clássica  sobre  a  Ascaris  megalocephala;  R.  Chodat,  professor  de 
botânica  e  reitor  da  Universidade  de  Genebra,  que  tem  escla- 
recido o  papel  dos  fermentos  oxydantes,  e  estudado  a  flora 
das  algas  microscópicas  dos  lagos  suissos,  sendo  além  d'isso 
uma  auctoridade  na  botânica  systematica;  Rutschli,  professor 
de  zoologia  e  de  paleontologia  em  Heidelberg,  conhecido  pelos 
seus  estudos  acerca  dos  piotozoarios  e  sobre  as  bactérias; 
Francis  Darwin,  antigo  presidente  da  Associação  Rritannica,  que 
collaborou  nos  trabalhos  de  seu  pae,  nas  suas  ultimas  investi- 
gações botânicas  (faculdade  motriz  das  plantas),  em  Down ; 
Edmond  Perrier,  director  do  Museu  de  Historia  Natural  de  Paris, 
o  auctor  do  brilhante  trabalho  de  philosophia  zoológica  —  Les 
colonies  animales  et  la  formation  (les  organisines,  e  que  tanto  con- 
correu para  o  resultado  das  explorações  submarinas  do  Travail- 
leur  e  Talhman ;  !Max  Verworn,  professor  de  phvsiologia  em 
Gottingen  que  tem  esclarecido  a  relacionação  entre  a  phvsio- 
logia geral  dos  organismos  e  as  propriedades  fundamentaes  da 
cellula;  Charles  Zeiller,  professor  de  paleobotanica  na  Escola 
de  IMinas  de  Paris,  que  tem  augmentado  o  nosso  conhecimento 
da  leis  da  evolução,  estudando  as  plantas  fosseis  da  Africa, 
America  do  Sul,  índia  e  Ásia  Menor;  Charles  Walcott,  secre- 
tario do  Smilhsonian  Instilute  em  Washington,  uma  auctoridade 
no  conhecimento  da  fauna  do  cambreano*,  Karl  Goerel,  pro- 
fessor de  botânica  em  >binich  que  tem  estudado  as  formas  das 
plantas  em  relação  à  hereditariedade  e  acção  do  meio,  e  que, 
além  d'isso,  fez  importantes  excursões  botânicas  na  índia,  Ceylão, 
Java,  Venezuela,  Guyana  ingleza,  e  ainda  na  Austrália  e  Nova 
Zelândia;  Ludwig  von  Grafe,  professor  de  zoologia  e  de  ana- 
tomia comparada  na  Universidade  de  Gralz  e  presidente  eleito 
do  Congresso  Internacional  de  zoologia  de  Gratz,  auctor  de 
notáveis  estudos  sobre  os  turbellariados;  R.  Hertwig,  professor 
de  zoologia  e  anatomia  comparada  em  Munich,  que  além  dos 
traballios  feitos  de  collaboração  com  seu  irmão,  sobre  alguns 
celenterados,  sobre  o  celoma  e  sobre  cytologia,  estudou,  inde- 
pendentemente, a  estructura  e  vida  dos  protozoários,  e,  tam- 
bém, a  morphologia  dos  radiolarios  e  actiniarios  da  expe- 
dição do  Challenger ;  IIarold  IIoffding,  professor  de  philosophia 
em  Copenhague;  Clement  Timiriazeff,  professor  de  botânica  em 
Moscow,    conhecido  pelos    seus    estudos  sobre   a  chlorophylla; 
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FnAMisEC  Vejdowsky,  professor  na  Universidade  boheniia  de 
Praga-,  o  Príncipe  Roi.and  Boinaparte;  e,  finalnionte,  Hermaisn 
VocHTiNG,  professor  de  botânica  cm  Tiibingen  que  se  tem  dedi- 
cado a  estudos  sobre  a  faculdade  motriz  no  reino  vegetal,  sobre 
os  processos  de  regeneração  dos  órgãos  nas  plantas  que  sollVe- 
ram  mutilações  e,  ainda,  acerca  dos  phenomenos  pbytopatbo- 
logicos  considerados  sob  o  ponto  de  vista  da  bereditaricdade. 


Em  seguida  á  cerimonia  dos  graus,  Archibald  Geikie,  presi- 
dente da  Sociedade  Real  de  Londres,  fez  uma  notável  confe- 
rencia subordinada  ao  thema  —  Danvin  considerado  como  geólogo. 

Vamos  dar  a  sumniula  dt)  discurso  de  Geikie,  porque  dese- 
jamos mostrar  o  alto  valor  dos  trabalbos  geológicos  de  Darwin, 
affirmado  por  uma  das  primeiras  auctoridades  scientificas  con- 
temporâneas. 

No  tempo  em  cpie  Darwin  iniciou  os  seus  estudos,  a  geologia 
estava  ainda  em  um  estado  cahotico.  Os  geólogos  neptunistas 
e  os  vulcanistas  formavam  duas  escolas  diíferentes.  Por  seu 
turno  os  vulcanistas  dividiam-se  em  catastrophistas  ou  convul- 
sionistas  e  uniformistas. 

O  primeiro  volume  dos  Princípios  de  Geologia  de  Lyell,  onde 
se  refutavam  os  principios  da  escola  convulsionista,  foi  estudado 
com  toda  a  attenção  por  Darwin  durante  o  primeiro  tempo  da 
viagem  a  bordo  do  Beagle.  Esse  livro,  como  depois  todos  os 
trabalhos  de  Lyell,  de  quem  Darwin,  mais  tarde,  foi  intimo 
amigo,  poderosamente  influiram  no  seu  espirito.  Não  poude 
fazer  observações  na  occasião  da  passagem  por  Teneriffe,  porque 
não  foi  permittido  o  desembarque.  Logo,  porém,  nas  explora- 
ções que  realisou  nas  ilhas  de  Cabo  Verde,  encontrou  justifi- 
cadas as  doutrinas  de  Lyell. 

Geikie  dividiu  em  quatro  grandes  capitulos  os  estudos  geo- 
lógicos, que  mais  especialmente  chamaram  a  attenção  de  Darwix, 
durante  a  viagem  do  Beagle:  a  historia  dos  vulcões,  os  movi- 
mentos lentos  da  crusta  terrestre,  a  geologia  da  America  do 
Sul,  e  a  acção  dos  agentes  de  denudação. 

Darwix  estudou  as  manifestações  do  vulcanismo  e  as  forma- 
ções a  que  dá  origem  nos  Andes  e  em  muitas  das  ilhas  cjue 
visitou.  Observou  cuidadosamente  a  occorrencia  de  camadas 
de  conchas  marinhas  e  massas  de  chloreto  de  sódio  e  gesso 
intercaladas  entre  antigas  lavas,  factos  que  considerou  provarem 
o  levantamento  do  fundo  marítimo.  Colheu  um  numero  extraor- 
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dinario  de  exemplares  petrographicos  e  determinou  com  rigor 
a  sua  classificação.  Notou  o  phenonieno  da  laminação  que,  em 
certas  condições,  se  ofTerece  nas  lavas  e  a  analogia  que  existe 
entre  essa  estructura  e  a  d'algumas  rochas  cristallophylicas  da 
serie  antiga.  Descreveu  com  niinuciosidade  a  constituição  litho- 
logica  de  muitas  ilhas  vulcânicas,  sendo  muito  notável,  entre 
outros,  o  estudo  petrographico  da  Ilha  da  Ascensão,  que  é  con- 
siderado clássico. 

Foi  Darwin  o  primeiro  observador  que,  em  uma  extensissima 
área,  teve  occasião  de  se  dedicar  ao  estudo  directo  e  compara- 
tivo dos  lentos  movimentos  da  crusta  terrestre.  No  littoral  do 
lírazil,  do  Uruguay,  nos  terrassos  da  Patagonia,  e  ainda  na  costa 
Occidental  da  America,  entre  as  latitudes  de  46°  35'  e  de  12°  S, 
notou  signaes  que  o  levaram  a  admittir  um  movimento  inter- 
mittente,  longamente  continuado,  de  elevação  cFessas  regiões: 
«diariamente  o  geologista  é  foixado  a  ver  que  nem  mesmo  o 
vento  que  sopra  é  tão  instável  como  a  crusta  terrestre». 

Ainda,  durante  a  viagem  do  Beagle,  teve  Darwin  occasião  de 
estudar  os  movimentos  da  superfície  da  terra,  sob  uma  fói'ma 
diversa. 

Vendo  que  as  formações  coralliarias  se  continuavam  vertical- 
mente muito  abaixo  do  nivel  em  que  podiam  trabalhar  os  co- 
raes  vivos,  Darwin  formulou  uma  hypothese  que,  não  só  expli- 
cava esse  facto,  como  também  a  transíormação  possivel  dos 
recifes  costeiros  em  recifes  barreiras,  e  d'estes  em  ilhas  lagoas, 
Darwin  via  nesses  phenomenos  a  prova  de  que  havia  um  abai- 
xamento lento  do  fundo  dos  Oceanos  Pacifico  e  Indico,  em  de- 
terminadas regiões. 

A  theoria  de  Darwin  foi  durante  muito  tempo  acceite  pela 
maioria  dos  geólogos.  Depois  foi  demonstrado,  pelos  estudos 
que  se  fizeram  nos  recifes  de  coral  da  Florida  (Luiz  Agassiz), 
das  Ilhas  Pelevv  (prof.  Semper),  e  de  muitas  ilhas  do  Pacifico, 
Oceanos  Indico  e  Atlântico  occidental  (John  Murrav,  Alexandre 
Agassiz,  dr.  Guppv)  que  a  tlieoria  do  abaixamento  não  é  de  appli- 
cação  geral.  Muitas  vezes  mesmo  a  formação  dos  recifes  se  dá 
parallelamente  a  um  levantamento  lento  do  solo.  Geikie,  porém, 
não  duvida  de  que  para  muitos  recifes  é  ainda  verdadeira  a 
explicação  dada  por  Darwin. 

Nas  travessias  que  realisou  nos  Andes  «sob  uma  atmosphera 
resplandecente,  entre  as  encostas  abruptas  das  montanhas, 
absolutamente  privadas  de  vegetação,  poude  averiguar  os  va- 
riados grupos  de  rochas  fundamentaes  com  que  foi  construída 
a  cadeia  gigante  da  Cordilheira».  Fez,  além  d'isso,  o  estudo  de 
extensos    terrenos   sedimentares,    sendo   o   primeiro   naturalista 
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que    deu    conhecimento    da   variedade    e   extraordinária    abun- 
dância de  vertebrados  fosseis  nos  depósitos  da  Patají^onia. 

Dakwin  observou  também  em  larga  escala  o  dynamismo  dos 
grandes  factores  externos,  que  permanentemente  modificam, 
actuando  em  sentido  centripeto,  a  esculptura  da  crusta  do 
globo. 

Darwin  voltou  para  Inglaterra  em  183G.  Além  dos  trabalhos 
que  publicou  acerca  das  observações  colhidas  durante  a  via- 
gem, ainda,  até  1855,  fez  alguns  estudos  especiaes  de  geologia, 
entre  os  quaes  convém  mais  especialmente  citar  os  que  se  re- 
ferem aos  phenomenos  glaciarios  em  Inglaterra. 

Já  neste  ultimo  tempo  a  actividade  scienlifica  de  Darwin  era 
quasi  exclusivamente  concentrada  em  assumptos  biológicos. 
Afíirma  porém  Gemíie  que  os  capítulos  relativos  a  geologia  que 
se  lêem  na  Origem  das  Espécies,  lhe  pareceram  sempre  a  mais 
importante  contribuição  de  Darwin  ao  estudo  daquella  sciencia. 
Com  efleito,  encontram -se  alli  logicamente  deduzidos  os  prin- 
cípios fundamentaes  que  a  paleontologia  fornece  á  chi'onologia 
estratigraphica,  e  que  permittem  também  relacionar  a  antiga 
distribuição  dos  organismos  com  a  sua  distribuição  geographica 
actual.  No  emtanto,  a  theoria  da  descendência,  não  obstante 
estar  em  tão  perfeita  harmonia  com  a  doutrina  da  uniformidade 
no  systema  de  causas  geológicas,  encontrou  notáveis  adversá- 
rios mesmo  entre  os  principaes  uniformistas.  Assim,  Lvei.l  ma- 
nifestou-se,  durante  muito  tempo,  antagonista  da  noção  da 
mutabilidade  das  espécies.  Pouco  a  pouco,  depois,  o  grande 
geólogo  se  convenceu  do  valor  da  doutrina  do  desenvolvi- 
mento orgânico  progressivo,  A  sua  conversão  definitiva  vem 
exarada  S('imente  na  decima  e  ultima  edição  dos  seus  Princípios. 
«O  corajoso  abandono  d'uma  opinião,  que  tinha  sido  procla- 
mada durante  um  tão  longo  tempo  da  existência,  foi  da  parte 
de  Lyell  um  nobre  exemplo  de  abnegação,  na  causa  da  ver- 
dade». 

O  ultimo  livro  publicado  por  Darwin,  O  papel  dos  vermes  na 
jurmaçào  da  terra  vegetal,  foi  ainda  dedicado  a  um  assumpto 
geológico.  Esse  trabalho,  fructo  de  uma  longa  e  escrupulosa 
observação  occupa  um  logar  especial  entre  as  modernas  con- 
tribuições ao  problema  da  denudação,  podendo  servir  de  mo- 
delo a  determinados  estudos  de  geologia  experimental. 

Geikie,  concluindo,  prestou  o  seu  tributo  de  reconhecimento 
e  admiração  á  memoria  de  Carlos  Darwin:  os  seus  grandes 
trabalhos  de  geologia  |)or  tal  forma  tinham  permeado  inteira- 
mente a  recente  litteratura  scientifica,  que  os  estudiosos  corriam 
o  risco  de  lhes  perder  de  vista  a  origem,  tão  intimamente  incor- 
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porados  se  encontravam  nos  conhecimentos  actuaes.  Com  orgu- 
lho, os  geólogos  consideravam  Darwin  «ni  dos  seus  maiores 
mestres:  a  sua  obra  tinha  marcado  uma  notável  epocha  de  pro- 
gresso na  sua  sciencia  favorita. 

Geikie  annunciou  também  que  a  Sociedade  Real  tinha  man- 
dado cunhar  uma  medalha  d'ouro  «a  copy  of  the  Dabwin  Medal», 
e  a  oíTerecia  á  Universidade  de  Cambridge. 

Com  a  conferencia  de  Archibald  Geikie  terminou  a  comme- 
moracão  universitai'ia. 

Algumas  horas  depois  os  delegados  e  hospedes  universitários 
iam  apresentar  os  seus  cumprimentos  de  despedida  á  illustre 
Familia  Darwin,  que  amavelmente  os  convidara  para  um  Garden 
Parly  no   Trinihj  College. 

A  Sociedade  Real  convidou  os  delegados  para  a  sessão  que 
nas  suas  salas  foi  realisada  nessa  noute  (24)  em  Londres.  Não 
pudemos  assistir.  Consta-nos  que  foi  extremamente  interessante. 


III 


Os  Syndicos  da  Imprensa  universitária  de  Cambridge  offere- 
ceram  aos  delegados  o  seguinte  livi-o  publicado  sob  os  cuidados 
de  Francis  Darwin:  The  Foundalioin  of  l//e  Origin  of  Species,  a 
Sketch  written  in  1842.  Nesse  esboço,  escripto  17  annos  antes  da 
publicação  da  Origem,  Carlos  Darwin  mostra  conhecer  com  toda 
a  clareza,  nas  suas  linhas  essenciaes,  os  factos  de  vai^iação  nos 
animaes  domésticos  e  a  accumulação  d'essas  variações  sob  a 
influencia  da  selecção:  a  provável  applicação  d'esses  principios 
aos  animaes  selvagens,  sendo  assim  possivel  a  producção  de 
novas  raças,  cujos  caracteres  successivamente  se  aíTastem  dos  da 
espécie  primitiva;  o  parallelisuK)  dalguns  phenomenos  relativos 
ao  desenvolvimento  embryonario  dos  seres  pertencentes  ao 
mesmo  tvpo  de  organisação ;  a  fragmentação  dos  archivos  geo- 
lógicos; o  theor  das  provas  que  a  paleontologia  e  a  geographia 
dos  seres  vivos  e  fosseis  fornecem  á  hypothese  da  descendência, 
e,  sob  este  ponto  de  vista,  a  relação  que  existe  entre  as  plantas 
e  animaes  das  regiões  elevadas  das  montanhas  e  os  que  habitam 
as  altas  latitudes. 

Darwin  informa  na  sua  autobiographia  que  em  junho  de  1842 
escreveu  a  lápis  um  breve  esboço  da  sua  theoria,  em  35  pa- 
ginas. Dois  annos  depois,  em  1844,  desenvolvia  o  mesmo  as- 
sumpto em  um  manuscripto  de  230  paginas.  É  o  primeiro 
d'estes  ensaios  que  Francis  Darwin  editou  por  occasião  da  Com- 
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memoração.  Como  acabamos  de  ver,  as  Foundations  constituem 
um  precioso  documento  para  a  historia  da  sciencia. 

Francis  Darwin  em  uma  curta  introducção  com  que  faz  pre- 
ceder as  Foundations  indaga  em  que  tempo,  pela  primeira  vez, 
se  definiu  no  espirito  de  seu  pae  a  noção  transformista.  Diremos 
resumidamente  algumas  considerações  que  Francis  Darwin  faz  a 
tal  respeito, 

Carlos  Darwin  tinha  lido  com  muita  attenção  o  primeiro  vo- 
lume dos  Princípios  de  Geologia  de  Lvell  (publicados  em  1830). 
A  doutrina  do  uniformismo  geológico  de  Lvell  conduzia  logi- 
camente á  theoria  da  descendência,  não  obstante  o  próprio 
Lvell  ainda  nesse  tempo  estar  muito  longe  de  reconhecer  a 
necessidade  d'essa  consequência,  e  mesmo  depois,  durante  um 
longo  periodo,  a  combater. 

Houve,  porém,  outras  circumstancias  que  chamaram  a  attenção 
de  Darwin,  acerca  da  mutabilidade  das  espécies.  Na  sua  auto- 
biographia,  escreveu:  «Durante  a  viagem  do  Beagle  impressio- 
nou-me  profundamente,  —  1."  o  ter  descoberto  na  formação 
pampeana  grandes  animaes  fosseis  (^)  cobertos  com  uma  arma- 
dura semelhante  á  dos  tatus  actuaes;  2."  a  maneira  como,  á 
medida  que  se  caminha  para  o  sul  no  continente  americano,  se 
substituem  umas  ás  outras,  espécies  animaes  intimamente  rela- 
cionadas-, 3.'^'  o  caracter  sul-americano  da  maior  parte  dos  seres 
do  archipelago  de  Galapagos  e  mais  especialmente  o  modo  se- 
gundo o  qual  diíferem  ligeiramente  em  cada  ilha  do  grupo, 
nenhuma  d'essas  ilhas  parecendo  ser  muito  antiga  sob  o  ponto 
de  vista  geológico.  Era  evidente  que  taes  factos  e  muitos  outros 
só  podiam  ser  explicados  admittindo  a  hvpothese  de  que  as 
espécies  gradualmente  se  modificavam;  e  o  assumpto  preoc- 
cupava-me». 


(1)  «Dispuz  da  maior  parte  das  minhas  collecçòes,  dando  todos  os  ossos 
fosseis  ao  College  of  Suryeons.  .  .■»  (Carlos  Darwin).  A  este  respeito  es- 
creve Francis  Darwin:  «E  preciso  notar  que,  nesta  epoclia,  os  únicos  mam- 
miferos  descriptos  de  espécies  extinctas,  provenientes  da  America  do  Sul, 
eram  o  Mastodonte  (3  espécies)  e  o  Megatherium.  Os  restos  d'alguns 
desdentados  extinctos  pertencentes  á  collecçào  de  sir  Woodbink  Parish 
nào  tinham  sido  descriptos.  Os  exemplares  de  meu  pae  comprehendiam 
(além  dos  Toxodon  e  Scelidoiherium) ,  restos  de  Mylodon,  de  Glossothtrium, 
d'outro  animal  gigantesco  parente  do  Formigueiro,  e  de  Macranchenin.  A 
descoberta  d'estes  restos  tem  o  seu  interesse  próprio,  mas,  além  d'isso,  tem 
uma  importância  particular,  como  ponto  de  partida  na  existência  de  meu 
pae,  porque  a  viva  impressão  experimentada,  quando  elle  mesmo  os  cxhu- 
mou,  foi  uma  das  causas  principaes  dos  seus  ulteriores  estudos  sobre  a 
origem  das  espécies  [Vida  e  correspondência  de  Darwin^  tr.  fr.,  vol.  1.", 
pag.  318). 
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Essas  ideias  só  pouco  a  pouco  se  foram  definindo  e  tomaram 
maior  vulto.  No  seu  Pocket  Book,  em  data  de  1837,  escreveu 
Darwin:  «Em  julho  abri  o  meu  primeiro  livro  de  notas  acerca 
da  transmutação  das  espécies»,  Comtudo  não  se  convenceu 
completamente  da  mutabilidade  especifica  antes  de  poder  for- 
mular com  clareza  o  conceito  do  mechanismo  da  selecção  na- 
tural, isto  é  em  1838-1839. 

Em  outubro  de  1838  leu  Darwin,  casualmente,  o  Ensaio  sobre 
a  população  de  Malthus.  Ueferindo-se  a  essa  leitura  diz-nos,  na 
autobiographia:  a  estando  bem  preparado  por  uma  longa  e 
incessante  observação  dos  hábitos  dos  animaes  e  plantas  para 
apreciar  a  lucta  pela  existência,  que  por  toda  a  parle  se  dá, 
notei  que  sob  determinadas  circumstancias  as  variações  favorá- 
veis seriam  preservadas,  e  as  desfavoráveis  tenderiam  a  ser 
destruidas.  O  resultado  seria  a  formação  de  novas  espécies». 

Comtudo,  já  em  1837,  Darwin,  no  seu  livro  de  notas,  se  re- 
feria ao  principio  de  cjue  «as  variações  permanentes  produzidas 
ou  pelo  isolamento  dos  grupos,  ou  pela  mudança  de  circumstan- 
cias, se  accentuavam  em  harmonia  com  a  adaptação  a  essas 
circumstancias)),  extinguindo-se  as  formas  não  adaptadas. 

D'aqui  deprehende,  com  segurança,  Francis  Darwin,  que  o 
conhecimento  que  seu  pae  tinha  da  «subordinação  reciproca 
dos  organismos,  e  da  tyrannia  das  condições»  o  teria  levado  a 
completar  os  delineamentos  da  sua  theoria  acerca  dos  effeitos 
da  selecção  natural,  como  fructo  da  própria  observação,  e  sem 
a  casual  e  leve  suggestão  do  livro  de  Malthus. 

Francis  Darwin  tem  sido  incansável  em  reunir  os  elementos 
para  o  perfeito  conhecimento  da  vida  e  trabalhos  de  seu  pae. 
Publicou  primeiramente  (1887)  The  life  and  Lelters  of  Charles 
Darwin,  incluindo  um  capitulo  de  autobiographia,  três  volumes 
(de  que  existe  uma  traducção  franceza),  depois  em  1902  editou 
o  livro  Charles  Darwin,  e,  em  1903,  juntamente  com  Seward, 
publicou  ainda  uma  nova  serie  de  cartas — More  Letters  of  Charles 
Darwin,  dois  volumes. 

Estiveram  em  exposição,  durante  os  dias  da  Commemoração 
centenária,  os  originaes  de  nuiitas  d'essas  cartas,  escolhidas  na 
extensa  correspondência  que  Carlos  Darwin  assiduamente  man- 
teve com  alguns  dos  primeiíos  geólogos  e  biologistas  do  seu 
tempo;  muitos  dos  manuscriptos  scientificos  que  redigiu;  col- 
lecções  de  historia  natural  feitas  durante  a  viagem  do  Bea^le; 
os  seus  retratos;  os  livros  mais  interessantes  que  possuia;  em- 
fim,  tudo  quanto  podia  concorrer  a  documentar  as  phases  das 
diversas  formas  de  actividade  scientifica  em  que  se  absorveu 
uma  Ião  laboriosa  existência. 
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IV 

Carlos  Roberto  Darwin  nasceu  em  Slireusbury  a  1  "2  de  fevereiro 
de  J80'J.  Era  íilho  de  um  medico  muito  distincto,  o  dr,  Uoberto 
Dabwin,  e  neto  de  I'^rasmo  Darwin,  poeta  e  philosoplio,  autor  da 
Zoonomia  ou  leis  da  vida  orgânica,  onde  se  mostra  um  notável 
precursor  da  theoriu  da  evolução. 

A.  partir  de  outubro  de  1825,  frequentou  Carlos  Darwin  a 
Universidade  de  Edimburgo,  durante  dois  aniios.  O  seu  estagio 
universitário  em  Cambridge,  no  C/irist's  College,  começou  em 
1828,  obtendo  o  diploma  de  Bachelor  of  jírta  em  janeiro  de 
1831. 

Pouco  ba  a  notar  na  vida  de  Darwin  como  alumno.  Os  prin- 
cipaes  capitulos  das  sciencias  naturaes  ainda  nesse  tempo  esta- 
vam pouco  mais  do  que  na  sua  pbase  embrvonaria,  e,  por  isso, 
o  seu  estudo  didáctico  ou  consistia  na  demonstração  de  bypo- 
theses  demasiadamente  simplistas,  por  se  basearem  em  um  nu- 
mero insufficiente  de  factos,  ou  se  inantinba  em  um  campo 
meramente  descriptivo.  INão  admira  pois,  que  elle  por  vezes 
julgasse  os  cursos  fastidiosos,  e  que  mostrasse  a  sua  futura  ten- 
dência quasi  somente  no  vivo  interesse  com  que  já  então  fazia 
collecções  respeitantes  á  historia  natural.  De  resto,  era  um  ado- 
lescente fogoso,  estimando  com  ardor  os  exercicios  de  sport  em 
que  tão  utilmente  se  compraz  a  mocidade  ingleza.  E,  porém, 
quasi  desde  o  principio  da  sua  permanência  em  Cambridge  que 
Darwin  se  relaciona  com  Henslow,  o  notável  professor  de  botâ- 
nica. A  dedicada  amizade  de  Henslow  exerceu  uma  benéfica 
influencia  na  sua  vida  durante  um  largo  periodo. 

Uma  circumstancia  casual  veiu  imprimir  uma  orientação  defi- 
nitiva á  carreira  de  Darwin.  O  capitão  Fitz-Kov  que  ia  partir 
em  um  navio  do  governo  britannico,  o  Beagle,  em  viagem  de 
circumnavegação,  com  o  fim  de  estudar  determinados  assum- 
ptos marítimos,  fez  constar  que  offerecia  uma  installação  a 
bordo  a  um  naturalista  que  quizesse  fazer  a  exploração  scien- 
tifica  das  regiões  que  tencionavam  visitar.  Foi  ainda  Henslow 
quem  mais  concorreu  para  que  Darwin  acceitasse  a  proposta. 
Darwin  realmente  acceitou,  como  voluntário,  sem  indemnisação 
alguma,  somente  com  o  direito  de  ficar  senhor  das  collecções 
obtidas,  collecções  que  elle  depois  cedeu,  na  sua  maior  parte, 
a  diversos  estabelecimentos  scientificos. 

A  viagem  a  bordo  do  Beagle  durou  cinco  annos  (1831-188G). 
Principiou  quando  Darwin  contava  apenas  21  annos  e,  facto 
notável,  logo  desde  o  começo  elle  nos   surprehende,    revelan- 
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do-se  o  observador  metliodico,  corajoso,  infatigável,  e,  conjun- 
tamente, o  investigador  dotado  de  uma  poderosa  intuição  da 
verdade.  Segundo  nos  confessa  Darwin,  a  viagem  do  Beagle  foi 
o  acontecimento  mais  importante  da  sua  existência,  porque  o 
obrigou  a  «estudar,  ao  mesmo  tempo,  e  com  rigor,  diversos 
ramos  das  scienciaes  naturaes,  o  que  lhe  augmentou  notavel- 
mente as  faculdades  de  observação». 

Durante  a  viagem  visitou  o  Archipelago  de  Cabo  Verde,  Fer- 
nando Noronha,  o  littoral  do  Brazil  (desde  Bahia),  do  Uruguay 
e  da  Republica  Aigentina,  as  ilhas  Falkland,  a  Teira  de  Fogo 
até  ao  cabo  Horn.  Passou  o  Estreito  de  Magalhães,  seguiu  o 
littoral  do  Chile  e  do  Peru  até  Callao.  Em  todos  os  pontos  por 
onde  passava,  Darwin  fazia  sempre  as  possíveis  excursões  para 
o  interior.  Percorreu  as  diílerentes  ilhas  do  Archipelago  de 
Galapagos.  Visitou  Taití,  a  Nova  Zelândia,  Sydney  na  Austrália, 
a  Tasmania,  as  Ilhas  madreporicas  Keeling.  Esteve  ainda  nas 
Ilhas  Mauricia,  Santa  Helena  e  Ascensão. 

Voltando  a  Inglaterra,  ainda  foi  viver  alguns  mezes  em  Cam- 
bridge (1836).  Em  seguida  mudou  a  sua  habitação  para  Londres, 
onde  se  conservou  até  1842.  Em  1839  realisou  o  seu  casamento 
com  Emma  Wedgwood,  fdha  de  Josiaii  Wedgwood.  É  em  1842  que 
Darwin  muda  para  Down  (Kent),  fixando  alli  definitivamente  a 
sua  residência 

A  vida  de  Darwin,  a  partir  da  viagem  do  Beagle,  é  inteira- 
mente absorvida  pelas  suas  incessantes  investigações  scientificas. 

Deixando  de  parte  o  extraordinário  numero  de  memorias 
especiaes  de  que  Darwin  foi  auctor,  limitar-nos-hemos  somente 
a  recordar  os  seus  trabalhos  mais  importantes. 

1.  O  Jornal  e  investigações  que  fez  durante  a  viagem  do 
Beagle  {Journal  and  Researches,  1839).  A  edição  condensada 
d'essa  narrativa  foi  publicada  mais  tarde  (1860)  sob  o  titulo  — 
A  Naluralist's  Voyage  round  the  IVorld. 

O  estudo  das  collecções  de  zoologia  (Zoology  of  the  Vcyage 
of  H.  M.  S.  Beagle)  foi  editado  por  Darwin,  e  comprehende 
cinco  volumes:  Mammiferos  fosseis  pelo  prof.  Richard  Owen; 
Mammi feros  actuaes  por  W^aterhouse;  Aves  por  Goulo;  Peixes  por 
Jenvns;  e  os  Reptis  por  Bell. 

2.  A  Geologia  da  viagem  do  Beagle.  Parte  X.^:  A  estructura 
e  distiibuição  dos  recifes  de  coral  (1842).  Parte  2.*:  Observações 
geológicas  sobre  as  ilhas  vulcânicas  (1844).  Parte  3.^:  Observações 
geológicas  na  America  do  Sul  (1846). 

3.  O  papel  dos  ver7nes  na  formação  da  terra  vegetal  (1881). 

O  alto  valor  das  investigações  que  Darwin  realisou  em  geo- 
logia foi  devidamente  estudado  por  Archibald  Geikie  na  confe- 
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rencia  cuja  summula  já  expuzénios.    Não  temos  pois  de  voltar 
a  esse  assumpto. 

4.  Os  estudos  sobre  os  cinipules  (1851  e  1854).  Foram  o  pro- 
ducto  de  oito  annos  de  trabalho,  e  muito  concorreram  para  (jue 
Darwin  ficasse  possuindo  inteiramente  os  methodos  então  em- 
pregados em  zoologia  anatómica  e  desci'iptiva. 

5.  A  Orige77i  das  Espécies  (1859)  e  os  trabalhos  que  se  rela- 
cionam intimamente  com  a  theoria  da  descendência:  Vdiiação 
dos  animaes  e  das  plantas  no  estado  domestico  (18G8)*,  Descendência 
do  homem  (1871);  e  ainda  filiamos  neste  grupo  A  expressão  das 
emoções  no  homem  e  nos  animaes  (1872). 

.lá  indicámos  os  primeiíos  factos  que  levaram  Darwin  ao  con- 
ceito da  evolução  e  da  importância  da  selecção  natural,  quando 
summariamente  mencionámos  as  considerações  que  a  esse  res- 
peito faz  Francis  Darwin  na  introducçào  ás  Foundations  of  the 
Origin. 

5.  A  longa  serie  de  notáveis  observações  e  experiências  acerca 
de  biologia  vegetal. 

A  estes  dois  últimos  grupos  de  estudos  referir-nos-hemos 
mais  demoradamente  nos  paragraphos  seguintes. 

Darwin  falleceu  em  Down  a  1  9  de  abril  de  1882.  Foi  sepul- 
tado (26  de  abril)  em  Westminstei',  próximo  ao  tumulo  de 
Newton.  Perto  está  também  a  campa  de  Hehschel  e  ultima- 
mente, a  pouca  distancia  d'esses  jazigos,  foi  inhumado  Kelvin. 
Quasi  lado  a  lado  se  encontram,  no  grande  pantheon  inglez, 
as  inscripções  commemorativas  d'esses  quatro  homens  que  tão 
intensa  luz  projectaram  nos  mais  transcendentes  problemas  da 
natureza. 

Dominando  a  grandiosa  quadra  central  do  Natural  Hislory 
Museum  (Londres)  foi  erigida  a  expensas  de  uma  subscripção  pu- 
blica uma  estatua  de  Darwin  executada  por  Bokhm.  Na  occasião 
da  inauguração  (9  de  junho  de  1885)  «ao  address  do  fallecido 
prof.  HuxLEY,  P.  R.  S.,  por  parte  do  Memorial  Commilee,  respon- 
deu o  actual  rei  de  Inglaterra  (então  príncipe  de  Galles),  em 
nome  da  corporação  directora  do  ]Museu«. 

A  estatua  de  Darwin  parece  viver,  tal  é  a  expressão  de  pro- 
fundo pensar  com  que  o  artista  lhe  soube  animar  a  physio- 
nomia  em  que  um  dos  traços  mais  caracteristicos  é  a  proeminente 
amplidão  da  fronte. 

Em  baixo,  na  ampla  quadra,  sobretudo  na  parte  central, 
estão  dispostas  variadas  collecções  do  Museut??,  escolhidas  por 
forma  a  deixar  em  relevo  a  plasticidade  dos  organismos  sob  a 
acção  dos  factores  biológicos  que  Darwin  estudou. 

Também  nas  magnificas  collecções  de  anatomia  comparada 
VoL.  V  —  N.»  3  a 
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do  CoUege  of  Surgeons  de  Londres  encontrámos  muitas  disposi- 
ções de  exemplares,  demonstrativas  da  acção  da  mesma  ordem 
de  factores. 


A  noção  de  que  a  historia  natural  dos  seres  vivos  tem  o  ca- 
racter de  um  desenvolvimento  evolutivo  é  hoje  tão  g-eralmente 
admittida,  como  sendo  a  única  hypothese,  a  tal  respeito  formu- 
lada, em  perfeita  harmonia  com  os  factos,  que  difficilmente  po- 
demos avaliar  a  intensidade  de  esforço  intellectual,  e  a  tenaci- 
dade na  sequencia  de  pacientes  observações  .  que  deram  á 
publicação  de  Darwin  sobre  a  Origem  das  Espécies  os  foros  de 
um  dos  acontecimentos  mais  notáveis  na  historia   da  sciencia. 

Julgam  muitos  que  as  controvérsias  que  com  tanta  violência 
se  levantaram  por  occasião  da  publicação  dos  trabalhos  de 
Dabwin  sobre  a  theoria  da  descendência  provinham  principal- 
mente do  campo  da  orthodoxia  religiosa.  É  um  engano  {}). 
Muitos  dos  homens  que  então  atacavam  o  transformismo  não  o 
faziam  pelo  respeito  aos  dogmas  tradicionaes.  Basta  dizer  que 
alguns  anthropologistas  e  alguns  geólogos  dos  mais  notáveis  da 
epocha  foram  durante  longo  tempo  adversários  convictos  da 
doutrina  da  evolução  orgânica. 

Aos  mais  injustos  ataques,  produzidos  geralmente  pela  imper- 
feita comprehensão  da  doutrina,  respondeu  Darwin,  sempre 
com  a  máxima  serenidade,  analysando  scientificamente  os  argu- 
mentos, resolvendo  as  duvidas  pelo  estudo  aturado  de  novos 
factos,  e  nunca  procurando  a  victoria  sobre  o  adversário,  mas 


(•)  «...  Mais  ce  qui  precede  suíRra,  je  peuse,  pour  mettre  hors  de  doute 
que  le  transfoimisme  s'allie  fort  bien  à  toutes  les  opinioiís  philosophiques 
et  religieuses. 

En  fait,  on  peut  être  libre  pen&eur  comme  Auguste  Comte  et  Charles 
RoBiN  et  rejeter  toutes  les  théories  comprises  sous  cette  dénomination 
commune. 

En  revanche  on  peut  adopter  celle  de  ses  théories  qui  parait  préfé- 
rable  et  rester  —  franchement  déiste,  ecmme  Lamarck;  à  demi  déiste,  à 
demi  agnostique,  comme  Darwin;  religieux  avec  expansion,  comme  Geof- 
froy;  catholique,  tout  en  conservant  une  certaine  iudépendence  scienti- 
fique,  comme  D'OMâLius;  enfin  catholique,  três  certainement  comme  le  R. 
P.  Bellinck. 

Ainsi  les  doctrines  transformistes  n'ont  en  realité  rien  à  voir  avec  la 
philosophie  ou  le  dogme.  EUes  sont  essentiellement,  uniquement  du  res- 
sort  de  la  science  seule.  Nous  devons  douc  les  discuter  et  les  juger,  sans 
jamais  nous  laisser  cntrainer  sur  le  ten-ain  des  controverses»-.  (A.  de  Qua- 
xREFAtiEs,  Darwin  et  ses  précuneurs  yrançais,  Préface,  pag.  5). 
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o  esclarecimento  mais  completo  da  verdade.  Esta  superioridade 
tão  rara  concorreu  muito  para  que  ainda  em  sua  vida  fossem 
bem  comprehendidos  os  fundamentos  essenciaes  da  doutrina 
que  defendia. 

Deu-se,  porém,  um  farto  que  surprehenderia,  se  nâo  se  tivesse 
já  semelhantemente  repetido  na  historia  da  sciencia.  A  principio 
negava-se  o  transformismo  e,  muitas  vezes  mesmo,  os  seus 
mais  audazes  adversários  esqueciam  que  em  discussões  d'esta 
ordem  se  deviam  conservar  sempre  em  um  campo  exclusiva- 
mente scientifico.  Depois,  quando  se  reconheceu  o  valor  da 
nova  theoria,  houve  quem  pensasse  que  os  trabalhos  de  Darwin 
sobre  o  transformismo  não  tmham  o  alto  mérito  que  geral- 
mente lhes  era  attribuido  porque,  na  affirmação  d'essa  dou- 
trina, tivera  precursores  notáveis. 

Não  podemos  esquecer,  é  claro,  o  valor  d'esses  precursores. 
Reconhecemos  a  grandeza  de  Lamarck  (*),  a  lucidez  de  Saint 
HiLAiRE,  a  intuição  de  Kant,  de  Erasmo  Darwin  e  de  Goethe. 
Todos  sabem  que  na  mesma  sessão  da  Sociedade  Linneana  de 
Londres  em  que,  pela  primeira  vez,  Darwin  deu  publico  conhe- 
cimento dos  seus  estudos  sobre  a  evolução,  foi  lida  a  celebre 
memoria  de  Wai.lace  sobre  a  selecção  natural.  Os  trabalhos  de 
Darwin  teem  porém  o  caracter  de  uma  tão  larga  generalização, 
parallelamente  justificada  pela  perfeita  melhodização  de  um 
immenso  material  de  factos  demonstrativos,  que  não  ha  du- 
vida em  affirmar  que  a  sua  gloria  não  é  um  reflexo  da  dos  seus 
notáveis  precursores;  mas  que,  pela  investigação  das  bases 
scientificas  do  transformismo,  elle  nos  deu  um  padrão  seguro 
para  aferir  o  valor  das  theorias  existentes. 

A  própria  doutrina  evolucionista  nos  faz  prever  que  as  grandes 
descobertas  não  pertencem  geralmente  a  um  só  homem.  Algu- 
mas vezes  porém  uma  alta  individualidade  dotada  de  poderosa 
intuição  transforma  as  idéas  mais  ou  menos  vagamente  esbo- 
çadas, em  noções  concretas,  fazendo  desde  logo  entrar  no  do- 
mínio útil  da  sciencia  conceitos  que  só  muito  mais  tarde  viriam 
a  exercer  a  sua  productiva  influencia.  Darwin  teve  o  papel  de 
uma  d'essas  grandes  individualidades  caracterisadas  essencial- 
mente pela  sua  genial  intuição. 


(•)  Quando,  na  viagem  para  Cambridge,  passávamos  em  Paris,  inaugu- 
rava-se  alli,  no  Jardim  das  Plantas  {Museum  de  Histoire  naturelle)^  uma  es- 
tatua a  Lamauck.  a  memoria  d'este  naturalista  cujos  merecimentos  foram 
tão  injustamente  apreciados  por  muitos  dos  seus  contemporâneos  tem  tido 
actualmente  a  sua  legitima  consagração. 
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Atacando  de  frente  problemas  que  a  muitos  pareciam  inso- 
lúveis, Darwin  mostrou  sobretudo  qual  o  methodo  a  seguir 
para  os  resolver.  Pode  dizer-se  que  é  a  partir  de  então  que  a 
biologia  geral  tem  o  seu  principio,  e  que  a  historia  natural 
deixou  de  ser  uma  simples  collecção  de  factos  pouco  mais  do 
que  arithmeticamente  agglomerados.  A  morphologia  dos  seres 
vivos  é  hoje  considerada,  não  o  resultado  d'uma  moldagem 
immutavel,  mas  sim  o  producto  evolutivo  da  acção  e  reacção  dos 
factores  internos  biochimicos  e  do  complexo  dos  factores  ex- 
ternos. 

Convém  recordar  que  na  doutrina  transformista  se  abrange 
o  estudo  de  cinco  pontos  essenciaes: 

1."  O  exame  das  variações  que  actualmente  se  possam  obser- 
var em  um  numero  maior  ou  menor  dos  indivíduos  de  cada 
espécie. 

2.°  A  indagação  das  variações  progressivas  ou  regressivas 
que  successivamente  se  foram  integrando,  tendo  como  conse- 
quência a  transformação  das  espécies  na  serie  dos  tempos  geo- 
lógicos. 

Relativamente  a  estes  dois  pontos  que  importam  a  prova  da 
admissibilidade  da  noção  evolutiva,  independentemente  do  co- 
nhecimento das  causas  de  variação,  os  trabalhos  scientificos 
recentes  continuam  confirmando  as  idéas  affirmativas  de  Darwin 
a  tal  respeito. 

O  valor  de  uma  theoria  scientifica  deve  avaliar-se  pelo  nu- 
mero de  factos  conhecidos  que  relaciona  e  sobretudo  pelo 
numero  de  novos  factos  que  nos  permitte  prever.  Sob  esse 
ponto  de  vista,  principalmente  no  campo  da  paleontologia  e  da 
embryologia,  ninguém  pôde  negar  o  alto  valor  da  theoria  da 
descendência. 

3.°  A  determinação  das  causas  das  variações  individuaes, 

4.°  A  investigação  das  condições  de  transmissibilidade,  por 
herança,  dos  caracteres  innatos  ou  adquiridos  observados  nas 
variações. 

O  estudo  d'estes  dois  pontos,  circumstancias  determinantes 
das  variações  e  as  condições  precisas  da  hereditariedade  de 
certos  caracteres,  não  ficou  completo  no  tempo  de  Darwin. 
Esses  problemas  são  dos  mais  complexos  da  biologia  e  estamos 
ainda  muito  longe  de  conhecer  a  sua  solução.  Comtudo  ha  a 
esse  respeito  estudos  parciaes  de  grande  valor  que  vem  illu- 
cidar  consideravelmente  alguns  factos  particulares. 

Os  mais  importantes  grupos  de  phenomenos  estudados  de- 
pois da  publicação  da  Origem  das  Espécies  são  os  que  dizem 
respeito  ás  condições  de  transmissibilidade  dos  caracteres  meu- 
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deleanos,  e  as  observações  de  Hcgo  de  Vries  acerca  do  grande 
valor  que  na  evolução  podem  ter  as  variações  bruscas,  por  elle 
denominadas  mutações.  O  exame  d'esses  assumptos  pertence 
ao  nosso  subsequente  artigo,  vindo  então  a  propósito  a  devida 
referencia  aos  tiabalhos  de  W.  ÍÍateson,  o  notável  professor  de 
biologia  na  Universidade  de  Cambridge. 

5,"  A  investigação  das  causas  que  na  serie  dos  tempos  geo- 
lógicos imprimiram  ás  variações  esboçadas  um^  determinada 
orientação  evolutiva   no  sentido  d'uma   progressiva   adaptação. 

Darwin  encontrou  na  selecção  natural  uma  das  principaes 
causas  da  accuniulação  progressiva  de  caracteres  úteis.  Vulgar- 
mente, mesmo,  entende-se  por  darwinismo  a  explicação  da 
transformação  das  espécies,  considerando  a  selecção  natural 
como  principal  causa  efficiente  de  aproveitamento  das  variações 
vantajosas  a  cada  organismo  ou  ao  grupo  a  que  pertence. 

Wallace  e  mais  tarde  Weismann,  seguidos  actualmente  por 
uma  numerosa  escola  de  naturalistas,  teem  attribuido  á  selecção 
natural  um  papel  de  maior  importância  do  cjue  Darwin  lhe 
attribuia.  Parece-nos  que  se  deve  fugir  ao  exaggero  d'essas 
opiniões. 

Julgamos  que  a  selecção  basta  realmente  para  explicar  o 
aperfeiçoamento  d'um  grande  numero  de  adaptações.  O  génio 
de  Darwin  mostrou-se  principalmente  na  illucidação  de  muitos 
d'esses  casos.  E  porém  o  próprio  Darwin  que  não  attribue  á 
selecção  uma  impoilancia  exclusiva. 

Para  se  comprehenderem  inteiramente  as  causas  geraes  da 
variação  dos  organismos  seria  necessário  ter  um  conhecimento 
muito  mais  completo  da  constituição  biochimica  da  substancia 
viva  do  que  temos  actualmente.  Seria  além  d'isso  necessário 
ainda  que  alguns  capitulos  da  physica  e  da  chimica  estivessem 
mais  perfeitos  de  que  hoje  se  encontram.  As  causas  da  transfor- 
mação dos  seres  vivos  decerto  nunca  poderão  ser  abrangidas 
em  uma  formula  simples. 

Um  ponto  devemos  deixar  esclarecido.  Alguns  sociologistas 
mostram-se  receosos  de  que  a  doutrina  da  selecção  tenha  con- 
sequências educativas  nefastas,  porque  parecendo  que  a  conser- 
vação e  aperfeiçoamento  da  raça  pertencem  mais  especialmente 
aos  vencedores  no  (ístrugle  for  h'fe)),  a  moral  teria  de  assentar 
sobre  novas  bases.  Em  primeiro  logar  é  preciso  não  esquecer 
que  a  selecção  natural  está  muito  longe  de  ser  um  factor  ex- 
clusivo da  evolução  dos  organismos,  porque,  sendo  um  factor 
externo,  temos  ainda  a  accrescentar-lhe,  pelo  menos,  todas  as 
causas  de  origem  interna  dependentes  da  constituição  intima 
de  cada  ser.    Além  d'isso  devemos  notar  também  que  na  for- 
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mação  das  sociedades  superiores  a  adaptação  dá-se  parallela- 
mente  á  divisão  de  trabalho,  e  essa  especialisação  de  actividades 
torna  os  individuos  mutualistas,  porque  exercem  respectivamente 
funcções  diversas,  mas  que  são  úteis  ou  mesmo  necessárias  á 
vida  da  tribu.  Nesse  caso  o  corpo  social  tenderá  instinctiva- 
mente  a  favorecer,  em  cada  individuo,  o  desenvolvimento  das 
qualidades  mais  vantajosas  á  collectividade. 

O  principio  tão  brilhantemente  posto  em  evidencia,  por 
Edmond  Perrier,  da  associação  das  merides,  com  divisão  de 
trabalho,  para  a  formação  dos  organismos  superiores,  tem 
egualmente  applicação  á  constituição  dos  agrupamentos  sociaes 
d'esses  organismos. 

* 

Convém  lembrar  que  os  principios  da  lei  embryologica  funda- 
mental, mais  tarde  vulgarmente  denominada  lei  de  Fritz  Mcller, 
foram  estudados  por  Darwin  que  claiamente  os  estabeleceu  nas 
suas  investigações  sobre  a  descendência  das  espécies.  A  este 
assumpto  se  refere  Darwin  (')  na  sua  autobiographia. 

Essa  lei  ontogenica,  synthetisando  as  relações  existentes  entre 
o  desenvolvimento  de  cada  individuo  e  as  phases  morpholo- 
gicas  que  successivamente  foram  attingidas  pelos  seus  ances- 
traes,  ten»  uma  importância  fundamental  na  doutrina  da  evo- 
lução. Não  queremos  dizer  que  o  complexo  de  factos  a  que  se 
refere  não  possa  ainda  ser  abrangido  em  uma  fornmla  mais 
perfeita.  No  emtanto  a  totalidade  dos  phenomenos  já  relacio- 
nados na  formula  actual  constitue  uma  das  principaes  bases  do 
transformismo. 

Com  elleilo  basta  uma  observação  mesmo  elementar   dos  fa- 


(')  <<Nâo  houve  ponto  que  me  causasse  tão  viva  satisfação  quando  eu 
trabalhava  na  Origem  das  Espécies  como  a  explicação  da  immensa  diffe- 
rença  que  em  muitas  classes  existe  entre  o  embryão  e  o  animal  adulto  e 
da  extrema  semelhança  dos  embryões  na  mesma  classe.  Não  tenho  a  menor 
lembrança  de  que,  nas  primeiras  criticas  referentes  á  Origem,  tivesse  sido 
apresentada  qualquer  observação  a  tal  respeito.  Recordo-me  que,  por  esse 
motivo,  exprimi  a  minha  surpreza,  em  uma  carta,  a  Asa  Gkay. 

Durante  estes  últimos  annos,  diversos  críticos  attribuiram  toda  a  honra 
a  Fritz  Muller  e  a  Haeckkl  que,  sem  duvida  alguma,  estudaram  a  questão 
mais  seriamente  e,  sob  alguns  pontos  de  vista,  mais  correctamente  do  que 
eu.  Tinha  materiaes  sufticientes  para  elaborar  um  capitulo  inteiro  e  eu  de- 
veria mesmo  ter  discutido  o  assumpto  mais  desenvolvidamente,  porque  é 
evidente  que  não  consegui  impressionar  os  meus  leitores  e,  segundo  a 
minha  opinião,  merece  toda  a  honra  quem  isso  consegue.»  (Carlos  Darwin, 
Autobiographia,  na  Vida  e  correspondência  cit.,  tr.  fr.,  pag.  91). 
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ctos  mais  correntes  da  embryologia  para  se  obterem  indicações 
valiosas  acerca  do  mais  provável  desenvolvimento  phylogenico 
de  cada  espécie.  Recordaremos  a  esse  respeito:  a  existência 
actual  da  g^eração  sexuada  prolhallica  das  cryptogamicas  vas- 
culares, mostrando-nos  verosimilmente  que  estas  plantas  devem 
ter  passado,  nas  suas  phases  ancestraes,  por  um  estádio  algui- 
forme,  somente  então  adaptado  a  meios  aquáticos  ou  extrema- 
mente húmidos;  a  passag;em,  ainda  nessas  cryptogamicas,  dos 
typos  isosporeos  para  os  heterosporeos;  a  tendência,  nos  typos 
heterosporeos.  para  a  successiva  reducção  dos  prothallos,  tor- 
nando-se  primeiramente  sub-inclusos,  depois  inclusos,  e  por  fim 
atrophiando-se;  a  existência  da  cellula  prothallica  estéril  no  grão 
de  pollen,  e  a  dos  corpúsculos  archegonicos  do  sacco  embryo- 
nario  das  gymnospermicas.  Por  outro  lado,  não  é  menos  elo- 
quente, sob  este  ponto  de  vista,  o  estudo  da  embryologia  ani- 
mal, principalmente  a  dos  vertebrados.  Limitar-nos-hemos  a 
lembrar,  como  prova  sufficiente  do  que  dizemos:  a  evolução 
embryogenica  dos  órgãos  nephridianos  dos  vertebrados  e  a  sua 
progressiva  adaptação  á  funcção  de  vectores  dos  gâmetas ;  a 
persistência  do  canal  neurenterico  nas  formas  embryonarias  dos 
vertebrados;  o  desenvolvimento  da  circulação  dos  amniotas, 
passando  por  phases  ontogenicas  intimamente  relacionadas  com 
a  existência  de  fendas  branchiaes;  o  desenvolvimento  anatómico 
e  histológico  do  encephalo  dos  mammiferos,  passando  por  es- 
tados transitórios  em  que  se  vè  com  clareza  o  parallelismo  ho- 
jnologico  com  os  ichthyopsideos  e  sauropsideos ;  a  embryogenia 
do  hyoide,  da  apophyse  estyloidea  do  temporal  e  da  cadeia  dos 
pequenos  ossos  da  caixa  do  tympano  que  se  dá  homologamente 
ao  processo  de  formação  dos  órgãos  do  esqueleto  branchial 
dos  ichthyopsideos;  a  génese  da  cavidade  posterior  dos  epi- 
ploons,  pela  rotação  de  uma  lamina  peritoneal,  a  principio  exis- 
tente em  um  plano  de  symetria  antero-posterior;  etc. 


VI 

Finalmente,  ha  ainda  a  referir  os  trabalhos  de  DAR^YIN  mais 
especialmente  concernentes  á  biologia  vegetal. 

Em  1862  publica  Darwin  o  seu  livro  A  fecundação  das  orchi- 
deas  pelos  insectos,  e  em  1865  é  communicada  á  Sociedade  Lin- 
neana  a  sua  memoria  Movimenlos  e  hábitos  das  plaiitas  trepadoras. 
E  porém  a  partir  de  1815  que  a  actividade  de  Dahwin  é  em 
grande  parte  absorvida  pelos  estudos  de  biologia  das  plantas. 
E  então  que  successivamente  vão  sendo  publicados  esses  livros 
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que  tão  vivo  interesse  despertaram:  Plantas  insectivoras  (1875)í*); 
Movimen/os  e  hábitos  das  plantas  trepadoras  (1875);  Os  effeitos  da 
fecundação  cruzada  e  directa,  no  reino  vegetal  (1876);  As  diffe- 
rentes  formas  de  flores  nas  plantas  da  mesma  espécie  (1877);  e 
A  faculdade  motriz  nas  plantas  (1880).  Este  ultimo  estudo  foi 
rcalisado  com  a  collaboracão  de  Francis  Darwin. 

São  bem  conhecidos  estes  livros  por  todos  os  que  se  dedicam 
a  seiencias  naturaes.  «Tive  sempre  prazer  em  levantar  as  plantas 
na  escala  dos  seres  organisados»  escreve  Darwin  referindo-se 
ás  suas  observações  sobre  os  movimentos  encontrados  no  reino 
vegetal. 

Nos    trabalhos   de   Darwin   sobre   a   physiologia    das   plantas 


(1)  Acerca  dos  primeiros  exemplares  vivos  que  obteve  da  planta  inse- 
etivora  o  Drosophylhrm  lusitanicum  escreve  Darwin  :  «Esta  planta  rara 
encontra-se  somente  em  Portugal,  segundo  o  dr.  Hookkr  existe  egualmente 
em  ^Marrocos.  Pude  obter  plantas  vivas  d'e£:ta  espécie,  graças  ao  favor  do 
sr.  W.  C.  Tait,  e,  mais  tarde,  do  sr.  G.  Maw  e  do  dr.  Moore.  O  sr.  Tait 
informou-me  de  que  esta  planta  cresce,  em  grande  abundância,  nas  en- 
costas d'algumas  collinas  das  cercanias  do  Porto. .  .»  (Darwin,  Plantas  in- 
sectivoras,  tr.  fr.,  pag.  387).  Agradecendo,  escreveu  Darwin  uma  carta  a 
WiLLiAJi  Tait,  da  qual  extrahimos  os  seguintes  interessantes  períodos : 
«I  bave  received  your  two  letters  of  Marcb  2nd  and  5th  (1869),  and 
I  really  do  not  know  bow  to  tbank  you  enougb  for  your  extraordinary 
kindness  and  energy.  I  am  glad  to  bear  that  tbe  inbabitants  notice  the 
power  of  tbe  DrosophyUum  to  catcb  flies,  for  tbis  is  tbe  subject  of  my  stu- 
dies.  I  bave  observed  during  several  years  tbe  manner  in  wicb  tliis  is  eíFe- 
cted,  and  tbe  results  produced  in  several  species  of  Drosera,  and  in  tbe 
wonderful  American  Dionoea,  tbe  leaves  of  wicli  catcb  insects  just  like 
a  steel  rat-trap.  Hence  I  was  most  anxious  to  learn  bow  tbe  Drosophjllum 
would  act,  so  that  tbe  Director  of  tbe  Royal  Gardens  at  Kew  wrote  some 
years  ago  to  Portugal  to  obtain  specimens  for  me,  but  quite  failed.  So 
you  see  wbat  a  favour  you  bave  conferred  on  me.  Witb  Drosera  it  is 
notbing  less  tban  marvellous  bow  minute  a  fraction  of  a  grain  of  any  ni- 
trogenised  matter  the  plant  can  detect;  and  bow  diíferently  it  behaves 
wben  matter,  not  containing  nitrogen,  of  tbe  same  consistence  wheter  fluid 
or  solid,   is  applied  to  tbe  glands.   It  is  also  exquisitely  sensitive  to  a 

weigbt  of  even  the  -  „„„  of  a  grain My  M.  S.  on  tbis  subject  bas 

been  nearly  ready  for  publication  during  some  years,  but  wben  I  sball 
bave  strengtb  and  time  to  publisb  I  know  not».  {More  Letters  of  Charles 
Darwin,  vol.  2.",  pag.  381). 

O  DrosophyUum  lusitanicum  encontra-se  também  no  sul  da  Hespanba. 

Os  exemplares  do  DrosophyUum  enviados  a  Darwin  pelo  sr.  William 
Tait  foram  colhidos  perto  de  8.  Pedro  da  (^ova  que  é  a  região  mais  septen- 
trional  cm  que  esta  planta  tem  sido  encontrada,  no  nosso  paiz. 

O  sr.  Wir.LiAM  C.  Tait  é  bem  conhecido  entre  nós  pelos  seus  estudos 
sobre  a  ornithoJogia  portugueza,  sendo  para  notar,  com  especialidade,  as 
suas  observações  acerca  das  aves  dos  arredores  do  Porto. 
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chamam  mais  particularmente  a  attenção  os  seguintes  assum- 
ptos: determinação  rigorosa  das  circumstancias  de  extrema 
sensibilidade  de  reacção  motriz  que  se  notam  em  um  grande 
numero  de  vegetaes,  especialmente  em  certos  órgãos,  p.  ex., 
nos  tentaculos  d'algumas  plantas  carnivoras,  nos  braços  das  ga- 
vinhas, nos  topos  vegetativos  radiculares  e  caulinares,  etc,  o  es- 
tudo desenvolvido  dos  movimentos  de  circumnutação  (aos  quaes 
Darwin  attribue  mesmo  uma  importância  excessiva);  a  analyse 
das  formas  de  adaptação  das  flores  á  visita  frequente  e  útil  dos 
insectos  que  em  bastantes  circumstancias  são  os  principaes 
agentes  de  transporte  do  pollen,  como  acontece,  por  exemplo, 
em  grande  numero  de  orchideas,  e  em  plantas  de  flores  dimor- 
phas  ou  trimorphas,  com  formas  heterostyleas;  as  numerosas 
observações  demonstrativas  de  que,  na  maioria  das  phaneroga- 
micas  que  sob  esse  ponto  de  vista  foram  examinadas,  a  fecun- 
dação cruzada  entre  indivíduos  da  mesma  espécie  originava  pro- 
ductos  mais  variados  e  com  mais  vigor  do  que  a  autofecundação, 
principalmente  quando  os  dois  indivíduos  geradores  tinham 
vivido  durante  um  tempo  mais  ou  menos  longo  em  circumstan- 
cias diversas;  a  demonstração  de  que,  ainda  em  certos  casos 
em  que  a  autofecundação  se  dá  consecutiva  e  normalmente,  é 
vantajosa  e  por  vezes  necessária,  de  quando  em  quando,  a 
fecundação  cruzada;  a  investigação  do  papel  que  desempenham 
as  flores  cleistogamicas,  etc. 

Dos  estudos  de  Darwin  se  deprehende  que  para  a  fixação 
dos  caracteres  de  uma  determinada  variedade  é  útil  em  certos 
casos  a  autofecundação,  mas  que  sob  um  ponto  de  vista  geral 
a  fecundação  cruzada  representa  um  papel  de  alta  importância 
no  reino  vegetal.  V^è-se  pois  que  a  differença  entre  a  consti- 
tuição biochimica  dos  dois  gâmetas  que  se  reúnem  para  pro- 
duzir um  novo  organismo  deve  ser  sufíicientemente  grande, 
dentro  de  certos  limites,  além  dos  quaes  insensivelmente  se 
passaria  para  os  phenomenos  da  hybrid.ação  (*). 


(1)  Devemos  recordar  a  i^arte  que  teve  Darwin  na  iniciativa  da  publi- 
cação do  Indicador  de  Kew  (Nomenclator  Botanicus  Darwinianus).  A  esse 
respeito  escreve  Francis  Darwin  : 

«Uma  noticia  das  relações  de  meu  pae  com  o  Index  dos  nomes  das 
plantas  actualmente  (1887)  em  curso  de  publicação  em  Kew,  encontra-se 
no  trabalho  de  B.  Daydon  Jackson,  no  Journal  ofBotany  de  1887,  pag.  131. 
Jacksox  dá-nos  a  seguiute  narração  de  J.  D.  Hooker  :  Pouco  tempo  antes 
de  fallecer,  Carlos  Darwin  informou  sir  Joseph  Hooker  de  que  tinha  tenção 
de  consagrar  annualmente  uma  somma  considerável  para  auxiliar  ou  fazer 
progredir  qualquer  obra  ou  diversas  obras,  podendo  ser  de  utilidade  pra- 
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Não  é  pois  somente  pelos  seus  estudos  sobre  a  evolução  dos 
seres  vivos  que  pertence  a  Darwin  um  logar  excepcional  na 
historia  da  sciencia.  Em  todo  o  amplissimo  campo  das  sciencias 
naturaes,  na  geologia  e  paleontologia  e  na  biologia  botânica  e 
zoológica,  realisou  investigações  que  maravilharam  os  seus  con- 
temporâneos e  ainda  orientam  nos  seus  estudos  muitos  dos 
grandes  trabalhadores  da  geração  actual.  Quando  elle  aos  27 
annos  entrou  para  a  Sociedade  de  Geologia,  já,  a  seu  respeito, 
em  uma  carta  a  Sedwig,  Lvell  escrevia:  «Darwin  é  um  glorioso 
elemento  para  a  nossa  Associação»  (is  a  glonous  addition  to  my 
socieiy  of  geologists).  Hooker,  abrindo  a  38.*  sessão  da  Associação 
Britannica  affirmava  que  os  trabalhos  de  Darwin  sobre  a  facul-  • 
dade   motriz   das  plantas    e   sobre   a   biologia  floral  continham 


tica  á  sciencia  biológica,  e  de  fazer,  no  seu  testamento,  as  reservas  neces- 
sárias para  o  caso  em  que  nào  pudesse  realisar  as  referidas  intenções  du- 
rante a  sua  vida. . .  «Carlos  Darwin  communicou  semelliantemente  as  suas 
intenções  ao  prof.  Judd  e  ao  prof.  Huxley,  com  respeito  a  geologia  e  a 
zoologia,  cujo  avanço  elle  tinha  o  vivo  desejo  de  favorecer,  consultando-os 
sob  a  forma  mais  útil  de  conseguir  esse  fim». 

«Meu  pae,  continua  Francis  Darwin,  pediu  a  sir  Josepu  Hooker  que 
tomasse  em  consideração,  com  o  auxilio  do  seu  estado  maior  botânico  de 
Kew,  e  com  o  fallecido  Bentham,  a  extensão  e  o  plano  geral  do  trabalho 
proposto,  e  suggerisse  os  melhores  meios  de  execução».  Seguindo  essa 
idéa,  sir  Joseph  teve,  além  d'is80,  a  vantagem  de  aproveitar  os  conheci- 
mentos e  a  experiência  do  prof  Asa  Gray,  de  Cambridge  (Estados  Unidos 
da  America),  e  de  John  Ball,  membro  da  Sociedade  Real. 

«O  plano  da  obra  projectada  foi  discutido  com  cuidado  e  Hooker  enviou 
a  elaboração  circumstanciada  a  B.  Daydon  Jackson,  secretario  da  Linnean 
Socicty,  cujo  saber  extenso  no  que  interessa  a  litteratura  botânica  o  indi- 
cava para  aquelle  fim.  A  primeira  idéa  de  meu  pae  de  fazer  uma  edição 
moderna  do  Nomendator  de  Steudel  foi  abandonada  na  pratica,  e  a  idéa 
que  actualmente  se  tem  em  vista  é  antes  a  de  confeccionar  uma  lista  de 
géneros  e  de  espécies  (com  referencias),  fundado  sobre  o  Genera  Plantarum 
de  Bentham  e  de  Hooker.  A  natureza  coliossal  do  trabalho  que  se  prosegue 
em  Kew  pode  ser  avaliada  pelo  facto  da  enorme  extensão  (1887)  do  ma- 
nuscripto  do  Index.  O  trabalho  é  proseguido  com  constância,  sob  a  direcção 
de  Joseph  Hookeu,  executado  com  um  zelo  admirável  por  D.  Jackson  que 
se  consagra,  sem  poupar  os  sacrifícios  próprios,  a  esta  empreza,  para  a 
qual  elle  utilisa  também   o  interesse  do  prof.   Oliver  e  de  Thilseton 

DVKH. 

«O  Index  de  Kew  que,  segundo  todas  as  probabilidades,  poderá  estar 
impresso  dentro  de  quatro  ou  cinco  annos,  será  um  memorial  digno  de  meu 
pae ...»  ( Vida  e  correspondência  de  Carlos  DarwÍ7i,  tr.  fr.,  1888,  vol.  2.», 
pag.  736). 
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algumas  das  mais  importantes  descobertas  da  botânica.  Acerca 
dos  seus  estudos  sobre  as  flores,  diz  Karl  Goebei.:  muitos  phe- 
nomenos  poderão  evenluahnente  ser  considerados  sob  um  diverso 
aspecto;  no  emtanto  as  investigações  de  Darwin  hão  de  formar 
sempre  a  base  da  biologia  floral  {ivill  alivays  fonn  the  foundation 
of  Floral  Biology),  sobre  a  qual  o  futuro  poderá  continuar  a 
edificar.  Relativamente  á  monographia  de  Darwin  sobre  os  cir- 
ripedes  escreveu  Huxlev:  é  um  trabalho  admirável  e  constitue 
uma  grande  addicão  aos  conhecimentos  positivos  (/.9  a  very 
admirable  piece  of  worlc  and  constittiled  a  great  addilion  to  posi- 
tive knowledgé).  Já  em  1864  quando  ainda  não  eram  bem  rece- 
bidas as  idéas  transformistas,  a  Sociedade  Real  de  Londres 
concedia  a  Darwin  a  Copley  Medal  que  é  a  mais  elevada  honra 
que  essa  alta  corporação  confere.  O  Jornal  de  investigações 
realisadas  durante  a  viagem  de  circumnavegação  que  fez  a 
bordo  do  Beagle  dá-nos  a  medida  das  suas  suas  faculdades  de 
profunda  observação  e  da  inesgotável  fecundidade  do  seu  ta- 
lento, mostrando-nos  ao  mesmo  tempo  o  escriptor  que  sob 
uma  forma  natural  e  simples  sabe  dar  todo  o  realce  aos  gran- 
diosos quadros  da  natureza  que  nos  descreve.  iMesmo  nos  seus 
livros  sobre  a  evolução  ha  uma  tal  quantidade  de  novos  factos 
perfeitamente  seriados,  e  entre  si  ligados  intimamente,  que  o 
seu  conhecimento  é  essencial  a  todos  os  que  cultivam  as  scien- 
cias  naturaes,  independentemente  das  deducções  que  logica- 
mente se  possam  inferir  com  respeito  á  doutrina  fundamen- 
tal. 

Era  pois  de  esperar  que  na  Commemoração  que  se  ia  realisar 
em  Cambridge  se  encontrassem  os  investigadores  que  dedicam 
a  attenção  ao  estudo  geral  da  biologia  e,  além  d'esses,  os  cul- 
tores especiaes  de  cada  um  dos  grandes  ramos  das  sciencias 
da  natureza.  Assim  aconteceu.  A  Commemoração  cambridgeana 
teve  o  caracter  de  um  congresso  de  sciencias  naturaes  e  ainda 
das  sciencias  que  mais  ou  menos  directamente  podem  apro- 
veitar com  a  resolução  dos  problemas  fundamenlaes  da  biologia 
geral.  Não  é  somente  a  Universidade  de  Cambridge,  não  é  so- 
mente a  Inglaterra  que  se  orgulham  do  nome  de  Darwin.  A  sua 
tradição  é  egualmente  respeitada  em  todo  o  mundo  scientifico 
actual. 

Terminamos,  recordando  as  palavras  de  Hoxi.kv  (1885),  cuja 
citação  fechava  o  programma  da  Celebração  darwineana  de 
Cambridge  e  que,  segundo  nos  parece,  traduzem  com  toda  a 
precisão,  o  pensamento  que  animava  todos  os  que  poderam 
concorrer  áquella  grandiosa  homenagem:   «Seja  qual  fòr  o  ul- 
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timo  veredictum  da  posteridade  sobre  esta  ou  aquella  opinião 
que  Darwin  tenha  proposto;  sejam  quaes  forem  os  esboços  ou 
previsões  das  suas  doutrinas  que  se  encontrem  nos  trabalhos 
dos  predecessores-,  um  fado  de  largo  alcance  subsiste  e  e  que, 
depois  da  publicação  da  Orígern  das  Espécies,  e  por  motivo  do 
seu  apparecimento,  os  conceitos  fundamentaes  e  a  orientação 
dos  que  estudam  a  Natureza  viva  mudaram  inteiramente». 


PLANTAS  NOVAS  PARA  A  FLORA  PORTUGUEZA 


POR 


Gonçalo  Sampaio 


As  diversas  herborisações  a  que,  em  missão  de  estudo  do 
Gabinete  de  Botânica  da  Academia  Polylechnica  do  Porto,  tenho 
procedido  em  todo  o  paiz,  durante  os  últimos  annos,  não  só 
permittiram  a  acquisição  de  numerosos  exemplares  de  espécies 
criticas  e  raras  para  o  herbario  deste  instituto  scientifico,  mas 
determinaram,  também,  a  descoberta  de  muitas  plantas  cuja 
existência  na  flora  portugueza  por  inteiro  se  desconhecia.  D'estas, 
entre  as  quaes  se  encontram  algumas  espécies  e  variedades  no- 
vas, tenho  successivamente  dado  noticia  em  diíTerentes  publi- 
cações scientificas*,  resta-me,  porém,  a  citação  das  encontradas 
pelas  explorações  de  1908  e  1909,  assim  como  a  de  algumas 
determinadas  recentemente  pela  revisão  do  herbario  da  Aca- 
demia, São  as  seguintes : 

1.  -A-lopecuru-S  fulvns,  Sm.  —  Miranda  do  Douro: 

na  ribeira,  junto  da  ponte. 
Encontrei-a  a  28  de  julho  de  1909,  colhendo  numerosos 
exemplares. 

2.  Trissetum    sca"briu.sci:ilii.m5    Coss.  —  Barca 

d' Alva:  no  cimo  de  uma  collina,  junto  da  povoação. 
Era  planta  considerada  privativa  da  Espanha.  Descobri-a 
em  junho  de  1903,  colhendo  o  exemplar  que  se  en- 
contra depositado  no  herbario  da  Academia  Polyle- 
chnica. 
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3.  Bromus   erectns,  Huds. — Gerez:    nos    Caldas. 
Foi  encontrada  por  mim  nesta  localidade,  no  dia  16  de 

maio  de  1909,  tendo  verificado  a  sua  abundância  junto 
da  estação  das  matas,  ondo  colhi  bons  exemplares  em' 
floração. 

4.  A.nind.o  Fliniana,  Turr.  —  Buarcos. 
Pertencem   a    esta    espécie    os    exemplares    colhidos    em 

Buarcos,  pelo  sr.  A.  Goltz  de  Carvalho,  em  outubro 
de  1884,  e  distribuídos  pela  Sociedade  Broteriana  com 
o  n.°  604,  sob  a  etiqueta  do  Arundo  Donax,  Lin. 
Com  esta  mesma  designação  encontra-se  no  herbario 
da  Academia  Polyteclmica  um  outro  exemplar  da  planta, 
colhido  egualmente  em  Buarcos  em  outubro  de  18G8 
pelo  fallecido  engenheiro  Eugénio  Schmitz. 

5.  Agropyrixin    littorale.    Dum. —  Matosinhos: 

margens  do  rio  Leça,  perto  das  marinhas. 
E  planta  não  rara  na  localidade  indicada,   onde  a  colhi 
pela  primeira  vez  em  1898, 

6.  AsparagiTS    temiifolius,  Lamk.  —  Odemira  : 

nas  margens  do  rio  Mira,  perto  do  Moinho  d'Alcm  e 
nas  margens  da  ribeira  do  Torgal. 
Descobri  esta  espécie  em  1905,  colhendo  exemplares  nos 
logares  indicados,  exemplares  que  no  Boletim  da  So- 
ciedade Broteriana,  vol.  xxiv,  pag.  109,  referi  ao  A.  of- 
ficinalis,  Lin.  que  não  existe  na  região. 

7.  P*lantag'o  Loeflingii,  Lin.  —  Trancoso:  na  po- 

voação, junto  da  Escola  primaria  official. 
Esta  interessantíssima  planta  foi  descoberta  por  mim  na 
estação  referida,  a  12  de  julho  de  1908.  Não  era  abun- 
dante na  região. 

8.  Blitnm    virgatnm,    Lin.  —  IMiranda   do   Douro : 

em  Duas  Igrejas  e  em  Caçarelhos,  pelas  calçadas  e 
bordas  dos  caminhos. 
É  o  único  representante  do  género  Blitum  no  nosso  paiz. 
Encontrei-o  pela  primeira  vez  nas  Duas  Igrejas,  a  27  de 
julho  de  1909,  verificando  alguns  dias  depois  a  sua 
abundância  em  Caçarelhos,  pelos  caminhos  da  povoa- 
ção. 
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9.  R-umex  arifolio-S,  Ali.  —  Minho,  Douio  littoral, 
etc,  nos  logares  iVescos. 
Abunda  nas    regiões   citadas,    onde   se  não   encontra   o 
R.  acetosa,  Lin.  que  é  planta  diversa,  das  Beiras,  Alto 
Alemtejo,  etc. 

10.  Saxifraga  Hervieri,  Deb.  et  Raverch. — Bra- 

gança: em  Valle  de  Chorido,  Cabeço  de  S.  Bartho- 
lomeu  e  bordas  da  estrada  de  França. 
Descobri  esta  curiosa  espécie  no  Cabeço  de  S.  Bartlio- 
lomeu,  onde  é  rara,  a  6  de  abril  de  1909,  encontrando 
no  dia  seguinte  numerosos  exemplares  nas  outras  duas 
localidades,  A  planta  lòra  descoberta  anteriormente 
pelo  sr.  Raverchon  na  serra  do  Griego,  província  de 
Taruel,  na  Espanha,  e  descripta  pouco  depois  como 
espécie  nova  para  a  sciencia.  Bragança  é,  pois,  a  se- 
gunda localidade  conhecida,  até  hoje,  da  interessante 
Saxifraga. 

11.  Schleraiith.iis  collinu-S,  Horng. — Bragança: 

perto  do  Sabor   e  na  base   da  Serra   de   Rebordãos, 
perto  da  povoação. 
E   planta  abundante  nas  localidades  indicadas,   onde   a 
colhi  a  5  e  7  de  abril  de  1909. 

12.  Spei'g'u.la    vernalis,   Willd,    raç.   celtiberica 

(Asch.)  —  Serra  da  Estrella,    perto    do  Observatório. 
O  exemplar  que  se  encontra  no  herbario  da  Academia 
Polvtechnica  foi  colhido  por  mim  no  logar  citado,  a 
18  de  julho  de  1908. 

13.  R-ubus   ecliinatus,    Lindl.  —  Serra  de   Monte- 

muro:  Gralheira. 
Deve-se  ao  meu  amigo  dr.  Manuel  Pinto,  illustre  chefe 
do  Laboratório  «Nobre»  da  Escola  Medica  do  Porto,  a 
descoberta  d'esta  espécie  em  Portugal,  Os  exemplares 
existentes  no  herbario  da  Academia  foram  colhidos  pelo 
dr,  Manuel  Pinto  no  logar  mencionado,  em  agosto  de 
1908,  e  dilTerem  apenas  da  forma  typica  pelas  flores 
um  tanto  menores. 

14.  IVTalva  fastigiata,   Cav.  —  De  Traz  dos  Montes 

á  Beira  Baixa. 
Pertencem  a  esta  íórma  todos  os  exemplares  porLuguezes 
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attribuidos  á  M.  moschata  e  á  M.  Tournefortiana  pelos 
srs.  C.  Machado  e  P.  Coutinho. 
Devo  accrescenlar  que  em  Traz  dos  Montes  a  M.  fasli- 
giata  apresenta  formas  de  transição  para  a  M.  itálica. 
Poli.  que,  como  ella,  não  passa  de  uma  raça  da 
M.  alcea,  Lin. 

15.  Alj^ssu-in  psilocarpiim.  Bois.  —  Brangança  : 
Rebordãos,  junto  do  apeadeiro  da  via  férrea;  Senhor 
dos  Perdidos. 
Encontrei  pela  primeira  vez  esta  curiosa  espécie,  que 
era  considerada  privativa  do  centro  e  do  sul  da  Es- 
panha, a  5  de  abril  de  1909,  perto  do  apeadeiro  de 
Rebordãos,  onde  vive  em  mistura  com  o  A.  hispidum, 
Losc,  abundante  em  toda  a  região. 
Convém  esclarecer  que  Willkomm,  no  «Prod.  Fl,  Hisp.» 
III,  834,  inclue  erroneamente  esta  planta  na  secção 
Psilonema,  da  qual  se  affasta,  evidentemente,  pelos 
filetes  alado-denticulados.  Do  A.  hispidum,  com  que 
vive  ás  vezes  em  sociedade,  aparta-se  nitidamente  por 
ser  um  pouco  mais  precoce  na  floração  e  na  fructifica- 
ção,  pelas  pétalas  mais  pálidas,  pelos  estames  alado- 
dentados,  pelas  capsulas  glabras,  mais  túmidas,  etc. 


NOTA  A  PROPÓSITO 

DOS 

QUERCrS  LTJSITANICA,  LAMK.,  Q.  HTJMILIS,  LAMK 
E  Q.  FAGINEA,  LAMK. 


POR 


Gonçalo  Sampaio 


No  seu  RARiORUM  PLANTARUM  HISTORIA  enumera  e  figura  Clu- 
sius  três  carvalhos  anãos  de  Portugal,  sob  as  etiquetas  de  Ro- 
bur  iiii,  a  pag.  18,  e  l\obur  v  e  Robur  vii,  a  pag.  19,  dando  o 
nome  de  Quercus  pumila  ao  ultimo. 

O  Robur  VII  está  figurado  em  exemplar  completo  e  fructifi- 
cado ;  quanto  aos  outros  dois  apenas  o  estão  em  ramos  sem  lan- 
dras,  mas  providos  de  galhas,  tendo  o  Robur  iiii  as  do  Cynips 
tozae  (bugalho)  e  o  Robur  v  as  do  Cynips,  Kollari  (bugalhinha). 

Representarão  estes  Ires  desenhos  espécies  autónomas  entre 
si?  No  estado  relativamente  adiantado  em  que  se  encontra  hoje 
o  conhecimento  das  formas  do  género  Quercus  no  nosso  paiz  é 
absolutamente  impossivel  não  admittir  que  esses  três  exemplares 
pertencem,  pelo  contrario,  a  uma  só  unidade  especifica. 

Em  pi"imeiro  logar,  deve-se  notar  que  Clusius  ligava  um  par- 
ticular valor  a  presença,  forma  e  côr  das  galhas,  e  que  é  baseado 
nestes  caracteies  que  faz  principalmente  consistir  as  diffe- 
renças  entre  essas  três  plantas.  As  outras  dessimilhanças  apon- 
tadas por  elle  são  positivamente  minimas  e  só  para  justificação 
de  pequenas  variedades  teriam  valor — desde  que  se  provasse, 
claro  está,  a  sua  transmissão  hereditária.  De  resto,  basta  lançar 
os  olhos  ás  três  gravuras  referidas  para  se  reconhecer  que  as 
plantas  que  representam  teem  todas  exactamente  o  mesmo  fa- 
cias,  os  mesmos  caracteres  figurados,  com  a  mesma  forma  typica 
de  folhas  pequenas,  serreado-mucronadas  e  de  peciolos  exlrema- 
VoL.  V  —  N."  3  3 
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mente  curtos.  A  não  ser,  num,  a  falia  de  cecidias  com  presença 
de  fructos,  e  a  diversidade  das  cecidias  nos  outros,  tudo  o  mais 
fere  identicamente  a  vista  do  botânico,  não  se  podende  deixar 
de  reconhecer  que  os  três  desenhos  se  referem  a  uma  única 
planta. 

Sabe-se,  com  certc/a,  que  os  eminentes  tratadistas  contem- 
porâneos Clusius,  Lobei  e  Dodoens  não  só  mantinham  entre 
si  as  mais  estreitas  relações  de  amizade,  mas  até  se  auxiliavam 
mutuamente  nos  seus  trabalhos  scientificos,  por  tal  modo  que 
nas  obras  de  cada  um  cVelles  apparecem  as  gravuras  das  obras 
dos  outros,  a  ponto  de  ser  hoje  impossível  averiguar  a  pro- 
priedade original  de  algunias.  Poi"  esta  forma,  também  os  de- 
senhos do  Robur  ini,  Robur  v  e  Robur  vii  se  encontram  nos 
in-folio  de  Lobel,  assim  como,  parcialmente,  nos  de  Dodoens, 
embora  ix-conhecidos  como  originaes  de  (>lusius,  que  foi  o 
único  dos  três  que  viajou  em  Portugal. 

Ora  é  de  notar  que  Dodoens,  na  sua  notabilissima  e  prin- 
cipal obra,  cm  que  refundiu  todas  as  anteriores,  STIRPIUM  HISTO- 
RIAE  PEMPTADES  SEX,  dc  que  tenho  presente  a  edição  original 
de  1583,  faz  o  seguinte  uso  das  mencionadas  gravuras  clusia 
nas:  a  do  Robur  vu  eslampa-a  a  pag.  811  como  indicativa  de 
uma  espécie  de  Quercus  que  denomina  com  a  designação  bi- 
naria de  Quercus  humiln,  mais  tarde  adoptada  por  Lamarck, 
em  1783,  na  enctclopedia  mf.thodiga,  vol.  i,  pag.  719,  ao 
passo  que  não  utilisa  a  do  Robur  ni  e  só  emprega  a  do  Ro- 
bur V  não  para  representar  uma  espécie  particular  de  carvalho 
anão  mas,  simplesmente,  num  capitulo  aparte  sobre  galhas,  para 
mostrar  o  que  elle  chama  «galla  minor».  INão  se  ha  de  esquecer, 
pois,  que  Dodoens,  amigo  intimo  de  Clusius,  provavelmente 
conhecedor  das  ideias  d'este  e,  talvez,  dos  seus  exemplares  de 
herbario,  se  porventura  existiam,  tios  três  Robur  referidos 
apenas  um  mencionou  como  espécie  de  Quercus,  não  utihsando 
a  gravura  do  Robur  lui,  por  pielcrir  como  estampa  da  «galla 
maior»  a  do  Robur  ni,  e  empregando  a  do  Robur  v  só  para 
exemplo  da  sua  «galla  minor».  Em  summa :  Dodoens  nos  três 
mencionados  clichés  apenas  viu  uma  única  espécie  botânica,  o 
Quercus  humilis,  considerando  só  nos  dois  restantes  a  diversi- 
dade de  formas  cecidicas. 

Lamaíck,  porém,  adoptando  dois  séculos  depois  o  binome 
ci'eado  por  Dodoens  para  o  Robur  vii  de  Clusius,  elevou  tam- 
bém à  calhegoria  de  espécie,  sob  a  designação  de  Quercus  lusi- 
lanica,  o  conjuncto  dos  Robur  ini  e  Robur  v,  que  para  Dodoens 
apenas  significavam  portadores  de  galhas  diííerentes  e  que  para 
Brolero,   mais   tarde,   não  deveriam  corresponder  a  nenhuma 
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forma  especial  conhecida  de  Qucrcus  do  nosso  paiz,  entre  as 
quaes  reconhecia  perfeitamente  o  Q.  huinilu,  cujo  nome  mudou 
em  Q.  frulicosa,  e  mencionava  o  seu  Q.  hyhrida,  que  outra 
coisa  não  era  mais,  provavehiienle,  do  que  uma  f(')rma  do 
Q.  faginea,  Lamk. 

Esta  impossibilidade  que  Brotero  sentm  em  accomodar  o 
Q.  lusitanica  a  (jualquer  carvalho  especial  portuguez  foi  que  o 
levou,  realmente,  a  collocal-o  entre  os  Quercus  sempreverdes, 
com  a  hypothese  falsa  de  que  poderia  bem  ser  uma  simples 
forma  do  Q.  ilex,  Lin..  Resultou  uma  tal  confusão,  sem  du- 
vida, do  conceito  erróneo  de  Lamarck. 

Todavia,  em  1838,  publicando  o  seu  iter  HISPANIENSE,  Webb 
é  que  não  esteve  com  hesitações  de  qualquer  natureza  e,  sem 
estudar  devidamente  o  assumpto  nas  respectivas  nascentes, 
reuniu  sob  a  rubrica  de  Q.  lusitanica,  Lamk.  muitas  formas 
descriptas  anteriormente,  entre  as  quaes  se  encontravam  o 
Q.  faginea,  Lamk.  g  o  Q.  hybrida,  lirot. 

E  fez  carreira,  infelizmente,  a  obra  realisada  por  Webb,  sendo 
em  1864  acceite  e  validada  por  Alph.  De  Candolle  no  prodromus 
SYSTEJiATis  REGNi  VEGETABILIS,  vol.  XVI,  pag.  17,  e  encontrau- 
do-se  adoptada  actualmente  em  todos  os  tractados  que  se  oc- 
cupam  dos  Quercus  da  peninsula  hispânica,  nos  quaes  se 
mantém  a  autonomia  especifica  do  Q.  humilis  e  do  Q.  lusita- 
nica, como  foi  admittido  por  \Yebb.  Não  obstante,  constitue 
ella  um  erro   manifesto,   que  de   modo  algum  se  deve  manter. 

É  incontestável  c[ue  o  carvalho  extremamente  polvmorpho 
que  Webb  denominou  Q.  lusitanica  foi,  numa  das  suas  formas 
médias,  descripto  por  Lamarck  sob  a  etiqueta  de  Q.  faginea, 
no  vol.  I,  pag.  725  da  engl.  meth.  Este  carvalho  liga-se  por 
formas  anãs  ao  Q.  humilis,  e  os  botânicos  que  admittem  a  inde- 
pendência especifica  dos  dois  terão  de  adoptar  hoje  o  critério 
de  separação  do  sr.  Pereira  Coutinho  —  que  é  o  mais  consis- 
tente de  todos  —  englobando  no  grupo  especifico  a  que  per- 
tence o  Q.  faginea  todas  as  formas  caracterisadas  por  peciolos 
mais  ou  menos  alongados  e  reunindo  ao  Q.  humilis  todas  as 
formas  de  peciolos  extiemamente  curtos  ou  cjuasi  nullos. 

Mas  desde  que  se  faz  isto,  desde  que  se  conglobam  no  Q.  hu- 
milis os  exemplares  de  peciolos  muito  curtos,  é  totalmente  im- 
possivel  deixar  de  incluir  nelle  o  Robur  iiii  e  o  Robur  v  de 
Clusius,  isto  é,  o  verdadeiro  Q.  lusitanica  de  Lamarck  —  que 
foi  constituído,  expressamente,  á  custa  d'estas  duas  formas  clu- 
sianas.  As  gravuras  inequívocas  do  RARIORUM  plantarum  HISTORIA 
não  deixam  a  este  respeito  a  menor  sombra  de  duvida,  visto 
que  dão,   precisamente,   as  folhas  das  formas   mais   caracteris- 
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ticas  do  Q.  huniilis,  pequenas,  serreado-mucronadas  e  com  pe- 
ciolo  muitissimo  reduzido. 

Em  resumo:  1."  o  facto  de  serem  as  g^ravuras  do  Hobur  im, 
Robur  V  e  Robur  vii  de  Clusius  absolutamente  semelhantes 
entre  si,  pelo  aspecto  e  pelos  caracteres  botânicos,  e  o  facto 
d'este  auctor  só  a  descrever  ás  respectivas  plantas  caracteres  dif- 
ferenciaes  minimos,  levam  a  admittir  que  as  três  gravuras  refe- 
rem-se  a  formas  vegefaes  7ião  especificamente  díslinctas ;  2.°  para 
esta  mesma  conclusão  nos  leva  o  facto  de  Dodoens  só  indicar 
uma  d'ellas  como  representativa  de  espécie  própria,  sendo  de 
presumir  que  o  illustre  tratadista  deveria  ter  razões  que  o 
levassem  a  proceder  assim;  3.°  que  á  mesma  conclusão  dá 
força  a  impossibilidade  que  Brotero  sentiu  de  ajustar  o  Quercus 
lusitanica,  Lamk.  a  qualquer  Quercus  especial  de  folha  caduca 
diverso  dos  que  enumerou;  4."  que  ainda  á  mesma  conclusão 
teem  de  chegar  os  próprios  botânicos  que  juntam  num  mesmo 
grupo  especifico  todas  as  formas  que,  sendo  affins  do  Q.  faginea, 
são  caracterisadas  particularmente  pelos  seus  peciolos  muito 
curtos,  visto  que  as  três  gravuras  clusianas  indicam  todas  os 
peciolos  quasi  nulos,  isto  é,  plantas  d'esse  mesmo  grupo:  o 
Q.  humilis,  Lamk. 

Torna-se  evidente,  portanto:  1."  que  o  Q.  lusilanica  de  La- 
marck  não  é  o  Ç.  lusitanica  de  Webb  e  dos  auctores  moder- 
nos, os  quaes  só  podem  apaitar  este  do  Q.  humilis  pelos  pe- 
ciolos mais  ou  menos  alongados,  2."  que  se  deve  considerar 
incluido  neste  ultimo,  como  conjuncto  de  formas  sem  valor  taxi- 
nomico,  banindo-se  o  emprego  do  respectivo  binome,  por  ser 
a  designação  Q.  huviilis  estabelecida  sobre  um  exemplar  fructi- 
ficado  e  por  ser  mais  antiga,  como  fundada  ja  por  Dodoens  numa 
obra  scientifica  de  valoi';  3.°  que  o  grupo  de  íórmas  designadas 
actualmente  Q.  lusitanica  terá  de  mudar  de  etiqueta,  segundo 
as  regras  da  nomenclatura  botânica,  devendo  tomar  o  nome  de 
Q.  faginea,  Lamk.  nome  que  foi  creado  paia  uma  das  suas 
formas  medias  e  que  é  o  mais  antigo  dos  que  se  applicaram  a 
qualquer  d'ellas.  Far-se-ha,  pois,  recta  nomenclatura  da  se- 
guinte maneira: 

1.  Cít^i-iei^cu.s  fag-inea,  Lamk.  Encl.  meth.  i,  pag.  725; 
Q.  hybrida,  Brot.  Fl.  lusit.  ii,  pag.  31;  Q.  lusitanica, 
Webb,  A.  DC.  et  ali.  sed  non  Lamk. 

var,  haelica  (Webb):  Q.  lusitanica  var.  baetica  Webb. 

It.  Hisp. 
var.  Salzmanniana  (Webb);  Q.  lusitanica  var.   Salz- 

manniana  Webb.  loc.  cit. 
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2.   <^i:iei^cnH  liumilis   (Dod.)  Lamk.  Eucl.  meth.  i, 

pag.  7  1  y  -p  Q.  lusitanica,  Lamk.  Encl.  mel.  i,  pag.  7 li); 
Q.  fruticosa  Brot.  Fl.  lusit.  ii,  pag.  31. 

var,  prasina  (Bosc):  Q.  prasina  Bosc. 

Resta  uma  outra  questão.  K  saber  se  ao  Q.  faginea,  Lamk. 
se  deve  juntar  ou  não,  numa  só  espécie,  o  Q.  liumilis,  Lamk. 
Sobre  este  ponto,  porém,  já  em  11)0(5,  nas  NOTAS  CRITICAS  SOBRE 
A  FLORA  PORTUGUEZA,  expuz  os  motivos  que  me  levam  a  admitlir 
uma  tal  juncção;  todavia  lembrarei  aqui,  resumidamente,  que 
foi  sobre  observações  demoradas  e  muito  seguias,  feitas  ha  al- 
guns annos  no  sul  do  paiz,  que  verifiquei  a  ligação  gradual  das 
formas  de  um  e  outro  grupo,  de  modo  a  não  encontrar  sepa 
ração  nitida  entre  elias  por  um  caracter  preciso  e  constante. 

Porto,  fevereiro  de  1910. 


ÉSSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LIGNES  NONEUCUDIENNES 

PAR 

GeMINIANO  PiRONDINl 

à  Rome 


(Suite) 

§49 

Coordonnées  (E,  co),  (^,  R). — L'aire  S  comprise  entre  un  are 
quelconque  d'une  ligne  L  (inconnue)  et  les  rayons  vecteurs  ex- 
tremes, soit  liée  à  Tangle  polaire  co  et  au  rayon  vecteur  R  par 
les  relations  finies 

(42)  S  =  Aco) 

(43)  ^  =  ?(R). 
On  oblient  d'ici  par  difiércntialion 

í/X  =  /'(co)  í/to  =  cp'(R). f/R, 

et  conime  d'ailleurs  (§  29) 

í/S-2sin2(~  \f/to, 

on  a  par  comparaison 

/•'  (co) .  í/w  =  o'  (R)  í/R  =  2  sin2  l^\  doi . 
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On  voit  cVici   que  dans  le  premier  cas  la  lipie  cherchée  L  est- 
définie  par  1'tqualion  polaire 

(44)  2sin2(AU/^(o)). 


í/R  =  í/w , 


^  2 
Dans  le  deuxième  cas  on  a 

cp'(R) 


(4 


d'oii  ii  suit  par  intégralion 

(45)  ^   r^^~^.r/Il=.co  +  íoo, 


(oo  étant  une  constante  arbitraire. 

Telle  est  Véquation  polaire  He  la  ligne  cherchée. 

Résullats  analogues  dans  le  plan  lobatschewskien. 

Le  procede  que  Ton  vient  de  développer  déniontre  (\\\une 
ligne  non-euclidienne  est  détenninée,  aussitôl  que  l'on  connaít  une 
relation  finie  entre  l'aire  S  et  l'angle  polaire,  ou  le  rayon  vecteur. 

§50 
Applications. —  1."  Si  lon  suppose  successivent 

/■(to)  =  «2  (y3  ^      f(^^,^^  ^ ^ 

a  étant  une  constante,  ou  trouve  ii  Taide  des  formules  du  §  49 


(D^v/i-"'"'  ""(2) 


1  «_ 

v/y*   O) 


Ces  équations  en  coordonnées  polaires  définissent  respective- 
ment  les  lignes  planes  oíi  l'aire  à  secteurs  E  est  proporlion- 
nelle  au  cube  de  Tangle  polaire  (*),  ou  inversement  proportion- 
nelie  a  Tangle  polaire. 


(1)  Dans  le  plan  orcliuaire  la  ligne  jouissaut  de  cette  propriété  est  Ia 
spirale  d'ARCuiMKDE. 
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2.**  Latrc  a  secteurs  E  soit  lite  au  rayon  vecteur  par  une  des 
?elations 


=-- a  .  sin^  I -— - 1 ,     2j  =  ísr.sin 


f)' 


a  élant  une  constante. 

Si  Ton  remplace  la  fonc»,ion  générique  cp  (R)  paraissant  dans 
réquation  (45),  successivement  par  les  deuxièmes  niembres  des 
relations  ci-dessus,  on  obtient  respectivement 

R  \        2      CO  .     /  R  \  a      \ 


On  tombe  ainsi  sur  les  courbes  que  Ton  vient  de  Irouver 
dans  Texemple  1.° 

§  51 

Coordonnées  (R,  p).  —  Le  rayon  de  courbure  p  d'une  ligne 
plane  (inconnue)  soit  lié  au  rayon  vecteur  R  par  une  des  rela- 
tions 

(46)  tgp  =  /-(R) 

(46')  tlM>  =  /(R) 

suivant   la   nature    du   plan. 

Coinme  Téliminalion  de  p  entre  ces  équations  et  les  équa- 
tions  (31),  (31)  du  §  32,  donne  respectivement 

sin  R  .  </R         ,  ,  sb  R  .  r/R 

on  obtient  par  intégration 


(47)  sm;.  =  c  +  J--— -. 


sbR 


m 


(47')  sh;;^c  +  j-^jjj  ../R, 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

En  ayant  alors  recours  a  1  équation  (35)  et  a  son  a^ialogue 
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du  plan  lobatschewskien,  on  trouve  les  relations 

sinR.ílB. 


(48) 
(48') 


sin' 


«-h/w-"H 


■  s  +  s^ 


sh  R  .  f/R 


ih2 


-h/7 


w-'^'' 


=  5  +  50  , 


5q  étant  une  constante  arbitrarire. 


En  voulant  introduire  ici  les  coordonnées  polaires,  éliminons 
ds  entre  ces  relations  et  les  relations  (6),  (G')  du  §  23.  On 
tombe  ainsi  sur  deux  équations  diííérentielles,  oú  les  variables 
R  et  (O  sont  séparables. 

Telle  séparalion  eflectuée,  on  obtient  aussitòt  par  intégration 


(49) 


(49') 


+/ 


sin  R 

7W 


dR 


shR 


.f/R 


oj  -j-  too 


+/ 


/(K) 


.</R 


d,hy/sh'R-[c  +  /^.rfR 


.</R  =  oi  + 


OiO 


(Oq  étant  une  constant  arbitraire. 


Cette  analyse  démontre  que:  Sw  les  plans  non-euclidiens ,  il  y 
a  toule  une  famille  de  lignes,  oú  le  rayon  de  courbure  est  lié  au 
rayon  vecteur  par  une  relation  finte,  Ces  lignes  sont  représentées 
par  les  équations  [(47),  (4T)1,  [(48),  (48')],  [(49),  (49')],  suivant 
que  Von  emploie  les  coordonnées  [p,  R),  les  coordonnées  radiales, 
ou  les  coordonnées  polaires. 

§  52 

Applications. —  1.°  Le  rayon  de  courbure  dune  développante 
de  cercle  de  rayon  ?«  est  lié  au  rayon  vecteur  par  la  relation 


cos  R  =  cos  jji .  cos  p 
eh  R  =  eh  7/1  .  eh  f/ 


(dans  le  p.  r.) 
(dans  le  p.  1.). 


no 


Si  Ton  veut  trouver  toutes  les  lignes  planes  jouissant  de  même 
propriété,  il  suffit  déciire  les  dernières  équations  sous  la  forme 


/-/.^N       l/cos^Tw  — cos^R         ,          ,.,„.       \/ch^K  —  c\i^m 
'S?-m)- Í57B .     tl>p=../(R)  = ^^^ , 

en  appliquant  ensiiite  les  équations  (48),  (4  8')  ou  (49),  (49'). 
2.°  Les  lignes  euclidiennes  d'équation  polaire 

R'"  .cos  {m(o)  =  fl"* , 

oò  a  et  m  sont  des  constantes,  jouissent  de  plusieurs  pi'opiiétés 
remarquables,  telles  que  les  suivantes:  Le  raijon  de  courbure  est 
proportionnel  à  une  puissance  du  rayon  vecteur. 

La  projection  du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vecteur  est  à 
ce  vecteur  dans  un  rapport  conslant. 

En  voulant  détei  miner  les  lignes  non-euclidiennes  jouissant 
de  Tune  ou  de  Tautre  de  ces  propriétés,  voila  le  procede  à 
suivre. 

Dans  le  premier  cas  on  doit  avoir 

p^aR»», 

a  étant  une  constante.  La  ligne  inconnue  peut  donc  être  déter- 
minée  à  Taide  des  équations  (48)  ou  (49)  en  y  faisant 

/•(R)  =  tg(aR-). 

Dans  le  deuxième  cas  soit  O  A  un  rayon  vecteur  quelconque, 
AC  la  normale,  C  le  centre  de  courbure  et  P  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  C  sur  le  rayon  vecteur. 

S'il  s'agil  du  plan  riemannien,  comme  le  triangle  rectangle 
APC  donne  la  relation 

tg-  AP  =  tg  AC .  cos  OÂC  =  tg  p .  sin  d  , 
on  doit  avoir 


AP        1 

-j^  -  —  are  tg  (tg  p .  sin  b)^a. 


c'est-à-dire 


tg  p .  sin  e  =  tg  (a  R) , 
a  étant  une  constante. 
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En  remarquant  que 


v/'-(^ 


sin(9=.l/l-|^^' 


on  voit  que  le  problènie  est  réduit  a  lintégration  de  réquation 
différentielle 


ts: 


^\/'-{f)''-'^('"'^- 


§  53 

Coordonnées  (q,  s).  —  La  distance  OQ  =  q  [figure  (25)]  entre 
le  pòle  O  et  la  normale  générique  A.N  d'une  ligne  plane  (incon- 
nue)  soit  une  fonction  donnée  de  Tare  s. 

Si  le  plan  est  riemannien,  le  triangle  rectang^le  AQO  donne 
la  relation 

sin  cr  =  sin  R .  cos  0  =  sin  R .  -^—  , 

as 

d'oú  Ton  tire 

sin  R . r/R  =  sin  q.ds  , 

et  d'ici  par  intégration 

(50)  cos  R  =  <? — f&inq.ds, 

c  étant  une  constante. 

Dans  le  plan  lobatschewskien  on  a  la  formule  analogue 

(50')  chn^c-fshq.ds. 

La  présence  de  la  constante  arbitraire  c  dans  ces  équations 
déniontre  que  toute  relation  finie  entre  q  eí  s  est  vérifiée  par  une 
entiere  famille  de  ligues. 

La  détermination  d'une  telle  íamille  de  courbes  se  fait  à 
Taide  des  formules  du  §  46. 

§  54 

Coordonnées  (d,  co).  —  Supposons  qu'entre  Tinclinaison  d  d'une 
ligne  (inconnue)  sur  les  rayons  vecteurs  issus  du  pòle,  et  Tangle 
polaire  oj  subsiste  la  relation  finie 

(51)  03  =  /•(«). 
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Si  OA.  =  R,  OB  =  R  +  rt'R  sont  deiix  vecteurs  consécutifs  et 
AM  Tare  circulaiie  infiniment  petit  de  centre  O  et  de  rayon  R 
intercepte  par  ces  rayons,  on  a 

AM  ^  sin  R  r/(o  =  sin  R .  /'  (6)  dO  ,     AM  =  í/R  .  tg  6  , 
et  conscquemment 


sin  R         tg  Ô 
On  obtient  d'ici  par  intégration 

/R\  /^--^O 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Dans  le  plan  lobatschewskien  on  a  d' une  façon  analogue 

/R\  /— -^s 

(52')  ^^HT/  ^^-^       '^      • 

On  voit  d'ici  que  la  relation  [mie  géncrique  (51)  définit  toute 
une  famille  de  hgnes. 

L'équation  polaire  de  ces  lignes  est  le  résultat  de  1'élimina- 
tion  de  O  entre  les  équations  (51),  (52),  (52'). 

Dans  le  cas  particulier  (o  —  f{0)=^ad,  avec  a  constante,  les 
équations  (52),  (52')  sont  remplacées  par  les  autres 

(^3)  tg  (| 

=  c  sni  o  =  c  sin 
R\l  \^ 


(53')  th  1^- 

§  55 
Courbes  sectrices,  —  Dans  Thypothèse  que  a  soit  un  nonibre 

entier  et  posilif  n,  on  a  6  =  — ,  et  les  lignes  (53),  (53')  peuvent 

n 

évidemnient  servir  ii  partager  graphiquement  un  angle  donné 

en  n  parlies  égales. 

Mais  les  formules  du  §  54   nous    apprennent   a   déterniiner, 

plus  généralement,  la  ligne  servant  a  la  construction  graphique 

d'un  angle  lié  à  un  angle  donné  par  une  relation  íinie  arbitraire. 
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Que  Ton  veuille,  par  exemple,  irouver  les  lignes  non-eucluhennex 
a  Vaide  desquelles  on  peut  réaliser  une  conslruction  srauhiíjue  pour 
passer  d'un  angle  quelconque  oi  a  fangle  d  defini  par  la  relalion 

(54)  e=.2arclgg"^-^. 

Résolvons  d'abord  (54)  par  rapport  a  co,  ce  qui  donne 

En  éliniinanl  6  entre  Téquation  (54)  et  les  aulres 
R 


to-    . 


"'V2 

que  lon  déduit  des  formules  (52),  (52),  on  trouvc  pour  équa- 
tions  polaires  des  lignes  chercliées : 


(55)  tg  (^ 


(55')  li 


-©• 


Ces  lignes  dessinées,  la  construction  graphique  résolvant  le 
problème  est  evidente. 

Re7nar(jue.  —  Dans  le  cas  particulier  c  =  i ,  Téqualion  (55') 
revient  h  lautre 

R-oi, 

définissant  une  particulière  spirale  d'ARCHniÈDE  (§  35). 

§  56 

Coordonnées  (d,  s). — Linclinaison  d  du  rayon  vecteur  sur 
une  ligne  L  (inconnue)  soit  liée  à  Tare  s  par  la  relation  finie 

(56)  6^f{s). 
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Sachant  que  — p-  =  cos  6,   rélimination   de  6  entre  ces  deux 
as 

équations  conduit  a  réquation  différentielle 

t/R  =  cos  d.ds=^  cos  [f{s)] . ds  , 
d'ou  il  suit  par  inlégralioii 

(57)  R  =  c+/cos[/'(s)]í/5, 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Telle  est  réquation  de  la  ligne  cherchtc  L,  en  coordonnées  ra- 
diales. 

La  présence  de  la  constante  arbitraire  c  nous  apprend  qu'à  la 
relation  finie  gnuríque  (56)  conespond  U7ie  entière  fanúlle  de  lignes. 

A  Toccasion  du  problème  que  lon  vient  de  résoudre,  on  peut 
faii'e  cette  interessante  remarque : 

Tout  resultai  qui  correspond  a  une  formule  conlenant  exclusive- 
ment  l angle  6  et  iarc  s  vaut  indiffhemment  dans  les  trois  géomé- 
tries. 

Applications. —  1.°  Si  Ton  applique  IVquation  (57)  dans  le 
cas  particulier 

^  =  f{^)-  —  ^ 

VI 

m  étant  une  constante,  on  a  le  résultat  suivant:  Les  lignes  planes 
couptes  par  les  rayons  vecteurs  issus  d'un  point  fixe  (origine)  sous 
un  angle  6  proportionnel  a  Vare,  sont  représentées  (en  coordonnées 
radiales)  par  Véqualion 


(58)  R  =  /«.sin(^) 


í", 


quelle  que  soií  la  nature  du  plan. 

Entre  les  lignes  euclidiennes  de  la  famille  (58)  il  y  a  le  cercle 

de  ravon  -—  passant  par  le  pule,    correspondam  au  cas  parli- 

culier  c  =  0. 

2."  Si  lon  pose  la  condiíion  que  le  cosinus  de  V  inclinais  on  d 
soit  proporlionelle  à  Vare,  on  doit  prendre 

9> 


f{s)  =  are  cos  (^^^^- j  , 
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m  étant  une  constante,  et  Von  li  ouve  pour  étjuation  de  la  ligne 
cherc/ue 


(59)  R  =  — 

m 


quelle  que  soit  la  natxire  du  plan. 

Dans  le  cas  particulier  c  =  0,  Ia  ligne  euclidienne  (59)  se  ré- 
duit  à  la  spirale  leprésentée  par  Péquation  polaire 


3.°  L'équation  (57),  dans  riiypotlièse  6  =  constante,  démontre 
que  la  spirale  hogonale  (euclidienne  ou  non)  est  reprisentie  par 
une  relation  lintaire  entre  le  rayon  vecleur  et  l'arc  (§  39). 

§  58 

Eúcpression  des  coordonnées  des  points  d'une  ligne  plane  en  fon- 
ction  de  Vare.  —  I.a  deuxiènie  coordonnée  géograpíiique  v  (lati- 
tude) relative  aux  points  d'une  ligne  non-euclidienne,  soit  une 
fonction  connue  de  l'arc 

v  =  \  {s) . 

En  ayant  recours  aux  formules  (8),  f8')  du  §  23,  on  trouve 
pour  expression  de  la  diírércnlielle  de  la  première  cooixlonnée 
géographique  u  (longitude) 

cos  k  (s)  ■ 
du  = 


\/i-yHs} 

eh  /.  (s) 


II  s'ensuit  que  les  coordonnées  géographiqiies  d'un  point  quel- 
conque  d'une  ligne  plane  s'expriment,  en  fonction  de  Vare,  par  les 
équations 

(60)  v  =  k{s),     u  =  c-\-  f}J—}íl^.ds     (dans  le  p.  r.) 

J        cos  /.  (s)  ^  r         / 

(60')  ,.v  =  'kis),     v  =  c-i-  jll^^:í^.ds     (dans  le  p.  j.) 


176 


c  étant  une  constante  arhitraire  et  X(s)  une  fonction  de  Vare  assu- 
jettie  a  la  seule  condition  'fj  (s)  ^  1 , 

Cela  démonlre  quune  li^ne  plane  esl  dtlerminée,   aussilOt  que 
Von  donne  une  relation  finie  quelconque  entre  la  latitude  v  et  raie. 

Si  au  contraire  c'est  la  longitude 
fonction  connue  de  Tare  \i-{s),  il  resulte 


u  =  \}.  (s)  =  c -\-  I ■  as  , 

J     cos  V 


de  sorte  que  le  calcul  de  la  latitude  v,  d'oíi  dépend  la  déter- 
mination  de  la  ligne,  est  ramenée  à  Tintégration  de  Téquation 
différentielle 

Soient  (fig.  1) 

OA  =  u,     AM  =  V 

les  coordonnées  géographiques  et 

mi=p,   AM  =  ^ 

les  coordonnées  normales  d'un  point  quelconque  M  d'un  plan 
rieinannien. 

Le  quadrilatère  trirectangle  OABM  donne  la  relation 

sin^  =  sin  u  .  cos  v . 

Si  donc  on  a  recours  aux  équations  (60),  et  que  Ton  fasse 
des  considérations  analogues  dans  le  plan  lobatscliewskien,  on 
Irouvc  que:  Les  coordonnées  normales  (p,  q)  dun  point  quel- 
conque d  une  ligne  plane  s' expriment  en  fonctio7i  de  l'arc  par  les 
relations : 


(À) 


p  —  cos  L  [s)  .  sin     c  +  ' 


cos 


k{s)  J 


W      1^      '^^'^  r         A/^-TTíT:^       n         (danslep.l.) 


p  =  eh  \  (s)  .  sh 


.  J  eh/.  (5)  J 


c  étant  une  constante  arhitraire  et  >.  (s)  une  fonction  de  Vare,  as- 
sujettie  à  la  seule  condition  X'(s)^l. 


ílT 


§  59 

Applications, —  l"  Trajectoire  isogonole  (sous  /'ang/e  6)  d'un 
système  d' onlonnées  perpenJiculaires  a  une  droite  fixe  {axe  Ox). 

AA',  BIV  élaiit  deux  oídonnées  successives  et  AC  la  perpen- 
diculaire  ahaissée  du  poiíil  A.  sur  BB',  le  triangle  rectangle 
infiniment  pelit  ACB  donne 


c'est-à-dire 


BC  =  AB .  cos  ABC , 

dv  =  ds .  cos  6  , 
d'ofi  il  suit  par  intégration 

(61)  v  =  s  .cosd  -\-  k , 

k  étant  une  constante, 

Quant  à  w,  on  déduit  des  relations  (60),  (60') 


(62) 
(62') 


w  =  c+ tg6.log  tg:  (4 


s . cos  6 


2 
S.COS  6 


.   ,        ,   /^    ,    s.cosÉI\ 
zí  =  c  +  tg-6.1oglh(^-  + 2 )' 


La  trajectoire  est  ainsi  déterminée. 

L'éliniination  de  s  entre  les  égalités  (61),  (62),  (62')  conduit 

aux  équations 

/  ~        y ^. 

(63)  w  =  c-+tge.logtg 


(63') 


2 
V  —  k 


w  =  c+tg6.1ogth(j  +  ^^) 


définissant  la  trajectoire  en  coordonnées  géographiques. 

En  supposant  pour  simpliíler  c  =  0,  X:  =  0  et  en  introduisant 
les  coordonnées  i;  =  tgíc,  yj  =  tg  ?/  a  l'aide  des  formules  de  trans- 
formation  du  §  3,  Téquation  (63)  revient  à  Taulre 


are  \.2.c  =  tffô.lofif  ti 


-^  +  y  are  tg 


i/l 


^2 


Si  l'on  parle   de  Téquation  (63'),   on  arrive   a   une  relation 
jue. 
VoL.  V  —  N.o  3  4 


analogue. 


Cela  démonlre  que  st/?'  leu  plans  non- euclidiens  une  trajectoire 
isogonole  íFun  íiysthne  d' ordonnies  oilhogonales  ii  une  droile  fixe, 
esC  une  ligne  transcendanle. 


oiic  passant  par  Torigine  et  inclinée 


de  Tangle  s  sur  Taxe  Ox. 


Si 


AX'  =  v  est  la  latitude  d'un 
point  quelconque  de  /'  cor- 
i-espondant  à  la  longitude 
OA'  =  w  et  s  le  segment  OA, 
le  triangle  rectangle  OA'A 
déniontre  que  les  coordonnées 
l  gíographiques  du  poinl  A  sont 
expnmables  en  fonction  de  s 
par  les  équations 

(64)  sin  t' =  sin.'?.  sin  £  ,     tgw  =  tgs.co.s£     (dans  le  p.  r.) 

(64')  sh  II  =  sh  í.siii  £  ,     thw=ihs.cos£     (dans  le  p.  1.). 

3"  Cercle.  —  Si  OA'  =  m,  A'A  =  i-  sont  les  coordonnées  géo- 
graphiques  d'un  poiíit  arbitraire  A  d'un  cercle  de  rayon  i\  dont 
le  centre  est  a  Torigine,  le  triangle  rectangle  OA'A  donne  une 
des  relations 


(65) 
(65') 


cos  u  cos  V  —  cos  r 
eh  u  eh  V  =--  eh  /■ , 


suivant  la  nature  du  plan.  —  Ce  sont  les  équations  des  cercles 
non-euclidiens  en  coordonnées  géographiques, 

En    diíTérenliant   1  équalion   résullant    de    Télimination    de   u 
entre  (65)  et  la  dcuxiènie  équation  (CO),  on  oblient  la  relation 


sin  r  .  cos  \ 


V  cos^^X  —  cos'^7- 


.d\  =  ds, 


doíi  il  suít  par  intégralion 


et  enfin 
(66) 


sni  k 


sin  ?• .  are  sin  l  —. =  ■^  t  ^n  » 

Vsin  /•  '  " 


.    -   , ,         .  .     /  5  +  ^i\ 

sin  k  (s)  =  sni  r .  sin  (  — -. — -    , 
\  sin  r  I 


ÍQ  étant  une  constante  aibilraire. 
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Quant  à  w,  la  deuxième  équation  (60)  donne; 


sin  '  " 


(bi)  w  =  cos  / 


=  —  are  t£r 


-  ;•  -f  siii^  /  cos-  ( -^— ; — — ) 
\   sin  r  / 

tg-  r .  coí-  ' 


5  +  5o\ 


sh  L  =  sh  r .  sin  (  — z — -  /  ,     u  =  \o 
sh  /•  / 


On  conclui  d'ici  que  (/ans  le  cercle  riemannien  ont  lieu  les  rt' 
lalions 

(68)      sin  t;  =  sin /■.sin  (-^^-^  1  ,     is.  u  =  is  7- . cos  ( —. — -\  . 
^     '  \  sin  r  /  \  sin  ;•  / 

Dans  le  plan  lobatschewskien,  les  relations  (66),  (77)  sont 
remplacées  par  les  autres 

•■-th,..cos(i+i^) 
;-th,..cos(i+i)- 
Mais  comuie  la  dernière  équation  donne 

Ih  /• .  cos  I  — j — ~    =  -— - — 5—  =  —  th  w  , 

\  sh  r  /        l  +  e2« 

on  conclut  que  dans  le  cercle  lobatschewskien  ont  lieu  les  relations 
(68')      sht;  =  sh;-.sin(^-j^j,     th  z^  =  th  r.cos /'^-^^j  . 

§  59  bis 

Supposons  que  la  tangente  et  la  normale  à  un  point  quel- 
conque  A  d'unc  Hgne  plane  L  coupent  Taxe  Oíc  aux  points  T 
et  N. 

Soit  en  outre  AB  la  perpenchculaire  abaissée  du  point  A  sur 
la  droite  iòx. 

Si  pour  la  détermination  de  L  on  fait  usage  des  coordonnées 
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géographiques 

OB  =  w  ,     BA  =  i' , 

l'inclinaison  i  de  la  ligne  L  sur  les  ordoniiées  AB  est  définie 
par  in  relalion 

cfv 

cos  1  =  —j-  , 
as 

s  étant  Tare,  —  En  remarquant  donc  que  les  triangles  rectangles 
ABT,  ABN  donnent  les  égalités 

tg  V  =  ig  AB  =  tg  AT  .  cos  {  =  tg  AN  .  sin  i 
tg  BT       tg  BN 


sin  ?'  =  sin  AB  =, 


ts:  i  cot  t 


on  iroiive  que  /es  longueurs  de  la  tangente  AT,  de  la  nonnale  AN, 
de  la  sous-iangenle  BT  í/  de  la  sous-nonnale  BN  íoní  dcfinies  par 
les  équalions: 

.gAT^I^l,     tgAN-  '^" 


^     \/'-e) 


tg  B  r  = .  sni  V  ,     t£ 


tg"  B^  =  — 1 -  m; .  Sin  v. 


\/'-(tr 


Dans  le  plan  lobalschewskien  on  a  des  formules  analogues. 

Jpplications. —  1°    Si    Ton    suppose    AT  =  conslante  =  (7,    la 
premiêre  équation  (B)  donne 

dv  ds 


tg  i;        tg  « 

d'ou   il   suit   par 

intégration 

^±lo 

(C) 

sini;^^'^" 

Sq  étant  une  constante  arbitraire. 
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Telle  est  Vequalion  de  la  tractrice  licinannienne  en  coordonnéèS 

Dans  le  piau  lobatschewskien  réqualion  (C)  esl  reniplacée 
par  Taiitre  analogue 

?±^ 
(C)  shi;=:eth« 

Le  seg-ment  constant  a  s'appelle  le  paramkre  de  Ia  courbe,  et 
la  clroite  lieu  de  1'extréniilé  de  ee  sejjnient,  considere  dans  ses 
positions  successives  (faxe  des  x  dans  notie  cas),  en  est  la  base. 

Les  deuxièmes  nienibres  des  équations  (G),  (C)  ont  nième 
forme 


OU  m  est  la  tangente  circulaire  ou  hyperbolique  de  «,  suivant 
que  le  plan  est  rieniannien  ou  lobatsehewskien.  —  Dans  le  pre- 
miei" cas  le  paramètre  a  est  réel  quelle  que  soit  la  valeur  de  m\ 
dans  le  deuxième  cas  il  est  réel  et  fini,  réel  et  infini,  imaginaire 
suivant  que 

<  . 

m—\. 
> 

On  conclut  d'ici  que  les  traclrices  rienianniennes  conslituent 
une  seule  famille  de  courbes,  et  les  traclrices  lobatschevvskiennes 
au  contraire  constituent  trois  lamilles  de  ligncs,  suivant  que  les 
tangentes  ont  une  longueur  (constante)  réelle  et  íinie,  réelle  et 
infinie,  imaginaire. 

2°  Dans  rhypothèse  AN  =  a,  a  étíint  une  constante,  la  deu- 
xième équation  (B)  donne  après  quelques  calculs: 


dv 

ds , 


c'est-à-dire 


v/l  —  cot^a  .  tg^  V 
cos  V  .  dv 


V  \  sm  a  / 

On  déduit  dici  par  inlégration 


sm  a  .  are  sm    —. I  =  5  ~|-  5^, , 

sina, 
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et  enfiii 


sin  V  =  sin  a  .  siii  ( — : — -  )  , 
\  sin  a  / 


Sq  étant  une  constante  arbitraire. 
Cette  relation  et  Tautre  analogue 


sh  i;  =  sh  a  .  sin 


sh  a 


que  Ton  obtient  par  un  procede  semblable  dans  le  plan  lo- 
batschewskien,  comparées  respectivenient  aux  preuiières  équa- 
tions  (68),  (68'),  démontrcnt  que  mé?ne  sur  les  plans  non-eucli- 
diens,  la  ligne  dans  laquelle  la  nonnale  a  une  longueur  constante  a, 
est  le  cercle  de  rayon  a. 

§60 
Si  dans  les  équations  ( í),  (i')  du  §  23  ou  fait  la  Iransformation 
(69)  ^  =  H.coscp,     •/j  =  Hsin(f, 

H  et  (p  étant  deux  fonclions  de  Tare,  on  obtient  respectivenient 

,_         /(l  +  112)2  _H'2       X  ^^,_        /(1-H2)2  — H'2       1 

"^"V      r+íp   "* H '  '^ ~\      n^ip      h"- 

Ces  relations,  niullipliées  par  ds  et  intégrées,  déniontrent  que: 
Les  coordonnées  (^,  r^)  d'un  point  quelconque  d  une  ligne  plane  non- 
euclidienne  s^expHnient  en  fonrtion  de  Vare  par  les  équations 


.  „    r  ,  /;  /(T+H2)2-H'^  dsi 

(70)  (dans  le  p.  r.) 

„  .  r  ,  /;/(i+H2)2-Fr^  ds! 

U  =  H.cos^.+jy/         ^_^,         .-j 
C^O')  ^         ^     ^ :^     (dans  le  p.  1.) 

Tl      •      r      :      Tc    /(^-H-¥-H'2      o', 

V^  -  "  •  -"  [;  -  j  V  — rm^-  •  -H  J 

c  étani  une  constante  et  H  une  fonction  arbitraire  de  l are. 

Si  i'on  veut  introduire  ici  le  rayon  vecteur  R  allant  de  Tori- 
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gine  à  uti  point  qiielconque  de  la  ligne,  il  íaul  lemarquer  que 
l'on  a  (§  2) 


H  =  |/í«  +  -q^ 


tgR 
ihR 


suivant  que  le  plaii  cst  ricuiannien  ou  lobalschewskien. 

On  trouve  ainsi  que  les  éíjuations  (70),  (70')  sont  remplacées 
par  les  autres 


(71)  /  (danslep.  r.) 


■n  =  tií 


j      shli 


q  =  th  R .  cos    c  +  I 7—r^ —  ds 

\       J       sli  R 

(71')  {  (dans  le  p.  1.). 

''i/l— R''^     ' 


Dans   le  cas  particulier  R  =  const.    les   équations  (71),  (71') 
reyiennent  aux  autres 

qui  caractérisent  les  cercles  non-euclidiens  de  rayon  R  ('). 

CHAPITRE  V 

§  61 

Enveloppe  (I'une  suite   c/e  droites. — Par   les    points    successifs 
A,  B,  C, d'une  ligue  plane  L  on  mène  une  série  de  droi- 


(')  Ces  équatious  sout  tout-à-fait  analogues  aux  équatious  ^— R.cosf  ^— 7^^  ) 
yi=-R.sin(       'M  défiuissaut  le  cercle  euclidieu  de  rayon  R. 
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tes,  doiit  rincliiialson  i  sur  la  ligne  est  une  fonclion  finie  et  con- 
tinue de  l'arc.  —  Ces  droites  enveloppent  une  autre  ligne  Lj,  en 

la  loucliant  successivement  aux  points 

Al,  Bi,  Cl, 

Nous  nous  proposons  de  trouver  la 
dislance  T  e?itre  les  points  correspondants 
d  es  lionês  L,  Li. 

Soient  AA),  BBi  deux  droites  con- 
sécutives,  í/t  leur  angle  AAiB,  et  ds 
Tare  infininient  petit  AB, 

La  figure  AiAB,  que  Ton  peut  re- 
garder  conime  un  triangle,  donne  la 
proporlion 

ds         sin  T 

dz         sin  i 
d'ou  il  suit 


Fig.  28 


(1) 


d-^ 


sin  i .  ds 
sin  T 


Or  si  Ton  construit  les  tangentes  aux  points  A,  B  de  la  íigne, 
ces  droites  se  coupent  a  un  certain  point  M;  et  si  l'on  designe 
par  í/s  Tangle  de  contingence  de  L  en  A,  le  quadiilatère  AiAMB 
a  les  angles  d-,  i,  ~  —  (t-\-di),  r.  —  dz,  de  sorte  que  son  aire 
(s'il  est  rieniannien)  a  pour  expression  Teccès  angulaire 

j-_di  —  dz. 

D'ailleurs  elle  peut  élre  égalée  à  Taire 

(]_cosT)r/T 


du  secteur  AiAB,  leur  diíFérence  étant  un  infininient  petit  d'ordre 
relation 

d-  —  di  —  í/e  =  ( l  —  cos  Tj  .  dx  , 


supeneur. 

On  a  donc  la  relation 


d'oíi  il  suit 
(2) 


dx 


dz  ^-  di 
cosT 


En  comparant  les  deux  expressions  (1),  (2)  de  dx,  on  obtient 
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la  forjuule  cherchée 

,„s  _,       siní.í/s  sini 

Dans  le  plan  lobalschewskien  léquation  (3)  est  remplacée  par 

l'autre 

,„,.  ,  „,       sini .  c/s  sin  i 

^ò')  th  1  =     .    .     ..  = rr . 

í/s  +  ih  ,       .     dl 

cot  AfJ-r  — ;- 

'  Cts 

L'emploi  des  relations  (3),  (3'),  dans  la  construction  de  Pen- 
veloppe  Li,  n'a  pas  bésoin  d'ètre  explique. 

§  62 

Trajecloire  isogonale  des  tangentes.  —  Soient:  L  Ia  ligne  don- 
née,  Li  la  trajectoire  et  AAi  =  T,  BBj  =T  +  6^T  deiix  tangentes 
consécutives  de  L.  Si  Ton  déciit  Tare  circulaire  AiM  de  centre 
A,  de  rayon  T  et  compris  entre  les  deux  tangentes,  la  figure, 
dans  riiypothèse  du  plan  rieniannien,  donne 

MiB  =  BBi  —  BM  =  BBi  —  (AM—  AB) 

-=  (BBi  —  AAi)  +  AB  =  r/T  +  ds 

MAj  =  sin  AAi .  Angle  (Ai ABi)  =  sin  T .  dt , 

dz  étant  Tangle  de  contingence  de  la  ligne  L  au  point  A.    Mais 

ds 
conime  dz  — ,  on  a 

ds 
MAi  =  sinT. , 

de  sorte  que  si  Ton  designe  par  i  Tinclinaison  constante  de  Li  sur 
les  tangentes  de  L,  le  triangle  rectangle  infininient  petit  AiMBi 
fournit  la  relation 


MBi 

cot  i  = 


sin  i    \ds  J 


MAi        sin 
II  s'ensuit  que  le  segnient  T  vérifie  l'équalion  différentielle 

(4)  —, sinT+l=0. 

ÍZÍ  tgp 
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On  déduit  en  outre  de  la  figure 

AiM 

as^  ^  A|  Bi  =  —. — r  .  ' 

sin  i 

c'est-a-dire 

(5)  dsi  =  —. — : ds  . 

^  ^  siu  ? .  ig  p 

Quant  au  rayon  de  courbure  pi  de  la  trajectoire  Li,  il  peut 
ètre  calcule  a  Taide  de  la  relalion  (3),  en  y  supposant  i  con- 
slant.  On  a  donc 

tgT 

(6)  tgpi  =  -^-^. 
^  '  sin  2 

Or  si  Ton  réussit  a  intégrer  Téquation  (4),  Télimination  de  5 
entre  les  équations  (5),  (6)  conduit  a  une  relation  finie  et  connue 
entre  pi  et  5],  ce  qui  suffit  (§  4  3)  a  déterniiner  la  ligne  Lj. 

Cette  analyse  démontre  que  la  détermination  des  trajecíoires 
isogonales  des  lajigentts  de  la  ligne  L  est  ramenée  à  l'míég?ation 
de  réquation  diffêrentielle  (4). 

Dans  le  plan  lobatschewskien  on  a  des  resultais  analogues. 

§  63 

L'intégration  eíTective  de  Téquaiion  diffêrentielle  (4),  inipos- 
sible  dans  le  cas  general,  se  rcduit  aux  quadratuies,  aussitôt 
que  Ton  en  connait  une  intégrale  particulièie. 

Si  en  effet  <p  est  cette  intégrale,  on  doit  avoir  la  relation 

í/cp         cot/      .         ,    ,       n 
ds         tg  p 

qui  retranchée  de  Péquation  (4)  donne 


c'est  à-dire 


rf(T  — cp)         cot/  . 

— ^^ — ; — — ■  (sni  T  —  sin  cj)  =  O  , 

ds  tgp    ^ 


2  cot?      .     1  1 

sni  -  (T  -  cp)  cos  -  ( r  -  cp)  cos  -^ 


ds  tg  p  2  '        ^'         2 

.     cot  i    .    ^  { 


tg 


—  sin^  -^(J  —  ^).  sin  Cp  = 
p  l 


O 
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et  en  divisant  par  siu-  -^  (T  —  (p) 


'^J<y-'f^        cou- 


sinii(T-?)        'SP 


1    /'.>  \     ,      cot  2      . 

COS  C3  .  cot  TT  (  r  —  Cp)  H sin  Cp  =  o  . 

^  2  ^  tgp 


Or  comme,  en  posant  cot  — (T  —  cp)=/,    réquation   ci-dessus 
se  réduit  à  Téquation  linéaire  du  premier  ordre 


ds 


.  cos  Cp        ,           .  sin  cp 
cot  i ^ .  í  +  cot  ? ^  =  o 


que  Ton  peut  intégrer  par  le  procede  ordinaire,  on  conclui  que 
dans  le  cas  acluel  la  fonctwn  T,  intégrale  génêrale  de  Véqualion 
différenlielle  (4),  esl  donnée  par  la  rélalion 


cot-^(T — cp)=(c — cot  z'  j - 


tgp 


/^  cos  Cp  \  n  cos  cp 

1 1  1    í-  rts        \    col  1    I    '-  ds 

^      tg  p      .f/s  1  e        -^      Ig  P       , 


c  étanl  une  constante  arbitraire. 


§  64 

Voici  une  interprétation  géomélrique  de  Téqualion  (6). 

A,  Al  étant  deux  points  correspondants  cies  ligues  L,  Li, 
élevons  la  perpendiculaire  ;i  la  droite  AjA  au  point  A,  en  la 
prolongeant  jusquà  sou  rencontre  Ao  avec  la  normale  ;i  la  ligne 
Li  en  Aj. 

La  relation 


tg  Al  Ao 


tgAAi 


tgT 


cos  (A Al  Ao)        sin  i 


que  Ton  déduit  du  triangie  rectangle 
AiAAo,  comparée  a  Téquaiion  (6), 
démontre  que  Ton  a  AiAo==oi. 

Cette  formule  prouve  que:  Si  par   L 
les  poinls  successifs  d  une  ligne  plane 
quelconque  on  mhie  une  suite  de  droites 
inclinées   dun    angle   constant  sur   la 
ligne,  le  point  oú  Vune  quelconque  de 


Fig.  29 
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ces  droites  touche  l'enveloppe  sohtienl  en  abaissant  du  centre  de  cour- 
bure  correspondant  de  la  ligne  donnée  la  perpendiculaire  sur  la 
droite  considcrée. 

Cette  propriété  vaut  indifréreinment  dans  les  trois  plans. 

§  65 

Développantes. — Les  formules  relatives  aiix  développantes  de 
la  ligue  L  (trajectoires  orthogonales  des  tangentes)  sonl  dédui- 

T. 

sibles  des  relations  (4),  (5),  (6),  en  y  supposant  i^-^. 
On  obtient  ainsi 

</T  ,         siiiT    ,  ^ 

_— -  =  I  ,     dsi  =  ~~ ds  ,      tg-  pi  r=  tg  T  . 

ds  tg  p 

Or  comme  la  preniière  de  ces  équations  donue  par  intégration 

(7)  T  =  c  — s, 

c  étant  une  constante  arbitraire,  les  autres  équations  se  rédui- 
sent  à  la  íbrnie 

( 8 )  Si  =  / ^ .ds  ,     Oi  =  c  —  s  . 

^  ^  ;     tgp 

Les  (7),  (8)  sont  les  formules  relatives  aux  développantes. 

L'équation,  en  coordonnées  intrinsèques,  dune  quelconque 
de  ces  développantes  est  le  résultat  de  réiimination  de  s  entre 
les  équations  (8). 

La  deuxiènie  équation  (8)  démontre  qu'wn  are  quelconque  de 
la  développée  d' une  ligne  non  euclidienne  est  égal  a  la  diference 
entre  les  rayons  de  courhure  extremes  de  la  diveloppante. 

En  appliquanl  une  telle  pi"opriété,  on  peut  réaliser  la  descri- 
plion  niécanique  de  la  développante  au  nioyen  d'un  fil  íléxible 
et  inextensible  enroulé  d'abord  sur  la  développée,  conformé- 
ment  à  ce  que  Ton  fait  dans  le  piau  ordinaire. 

Dans  le  plan  lobatschewskien,  on  a  des  formules  analo- 
gues. 

Exemple.  —  Si  Ton  suppose  p  =  constante  =  r,  les  équations 
(8)  reviennent  aux  autres 

cos  ic  —  s) 

51= ,        pl  =  C  — S, 

tg  r  ' 
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d'oú  il  suit,  en  éliniínant  s: 

cos  pi  =  —  Si  tg  r  . 
Cette  formule  et  son  analogue  du  plan   lobatschewskien  dé- 

i  7'l£m(l7inÍ£Tl  j 

montrent  que:   La  développante  cVun  cercle  i  ,  ,        ,       ,.      \    est 
^  ' '  \  lobatschewskien  j 

.,  ,  ,         .         i  circulaire        \ 

caraclerisée  par  la  propntle  que  le  cosinus  \  ,         ...  du  rayon 

í  í     i  ^  \  hyperbolique  \ 

de  courbure  esl  wie  fonction  linéaire  de  l are  (voir  le  §  47). 

§  66 

Développoides.  —  La  courbe  Li  enveloppée  par  une  suite  de 
droites  inclinées  d'un  angie  constant  i  sur  une  ligne  donnée  L, 

s'appelle  développoide  si  2<if  ,  diveloppíe  (ou  évolue)  si  z'  =  — - . 

En  désignant  par  T  et  pi  la  distance  entre  les  couples  de 
points  correspondanls  des  ligues  L,  Li  et  le  rayon  de  courbure 
de  Li,  les  équations  (i),  (o),  (6)  reviennent  aux  autres, 

f/T       cot  z    .    ^      ,  ,  sinT        ,  tffT 

(9)      —, sinTH-l  =  0,   ds  =  ^—. fAi,    tgp-=-^.. 

^  dsi        tg  pi  suiz.tgpi  '       s\x\t 

En  éliniinant  ds{  entre  ces  équations,  on  obtient 

f/T 


.  sin  T 

(10)  tgPi==-^ 7&. 


D'ailleurs   en   intégrant   Téquation  résultant   de  Télimination 
de  tgpi,  entre  (10)  et  la  deuxième  relation  (9),  on  trouve 

(11)  *'i=í*+/(  cos  i -^  \  ds  , 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

En  écrivant  enfin  la  troisième  équation  (9)  sous  la  forme 

(12)  tgT  =  sin/.tgp, 

on  a  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  réduire  la  recherche  des 
développoides  d'une  ligne  aux  quadratures. 
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En  efíet  les  équations  (IO),  (11),  en  vertu  de  la  relalion  (12), 
donnent  tgpi  et  si  en  fonction  de  s.  Si  donc  on  elimine  ce  pa- 
ramètre  entre  les  deux  équations,  on  obtient  une  relalion  finie 
connue  entre  tgpi  et  Tare  si  de  la  développoide  Lj,  ce  qui  suffit 
pour  Ia  détermination  de  cette  ligne  (§  43). 

Dans  le  plan  lobatschewskien  on  a  des  formules  analogues. 

Remarque.  —  Comme  deux  droites  riemanniennes  quelcon- 
ques  ont  deux  points  en  commun,  il  est  évident  que,  quelle 
que  soit  rinclinaison  /,  une  ligne  plane  riemannienne  admet 
toujours  deux  développoides.  Ces  courbes  se  correspondent 
poinl  par  point  de  laçon,  que  deux  points  correspondants  con- 
stituem toujours  une  couple  de  points  opposés. 

§  67 

Dêveloppées.  —  Dans  riiypothèse  2  =  ir  les  équations  (12), 
(lOj,  (11)  reviennent  aux  autres 

(13)  tgp,=-sinp.  -^,     5i  =  c-p. 

II  suit  d'ici  que  Téqualion  (en  coordonnécs  intrinsèques)  de 
Ia  développée  Li  est  le  résultat  de  Télimination  de  larc  s  entre 
les  équations  (13). 

Pour  la  développée  d'une  ligne  lobatschewskienne,  on  a  des 
formules  analogues. 

La  relation  entre  les  rayons  de  courbure  d'une  ligne  plane 
et  de  sa  développée  peut  étre  démontrée  aussi  directement,  en 
s'appuyant  sur  les  équations  (26),  (26')  du  §  30. 

Éciivons  en  eíTet  !'équation  (26)  sous  Ia  forme 


dsi)   \  ds  )        \  ds  j 


5i  étant  larc  de  la  développée.  —  En  remarquant  alors  que 

í/t  ,  , 

la  formule  ci-dessus  revient  bien  à  Tautre 


(14)  tgpi  =  ±sinp.-^ 
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Remarque.  —  Cette  relalion  et  Tautre  analogue 

(14')  lhpi=^±sho.^ 

'  as 

du  plan  Idbatschewskicn    sonl  remplacées,    dans    le  plan   eucli- 
dien,  par  Ia  relalion  pliis  simple 

§  C8 

Applications. —  1°  Si  les  rayons  de  courbure  d'une  ligne  rie- 
mannienne  et  de  sa  développée  vérifient  la  relation 

tg  pi  =  a  .  tg  p  , 

avec  a  constante,  réquation  (14)  donne 

cos  p  .  í/p  =^a  .f/s  , 

el  conséqucniment  la  ligne  cherchée  est  définie  par  réquation 
intrinsèque 

sin  çí=as  -{-b  , 
b  étant  une  constante. 

Dans  le  cas  particulier  a==l,  on  a  Téquation 

sin  p  =  5  -f-  ^  , 

définissant  la  ligne  riemannienne  dont  le  rayon  de  courbure  est 
égal  au  ravon  de  courbure  correspondant  de  la  développée. 

2°  S'il  est  a  cherc/ier  la  ligne  dont  le  rayon  de  courbure  est 
proportionnel  au  rayon  de  courbure  carrespondant  de  sa  développée. 
Ia  condition  pi=ap  que  Ton  doit  ici  vérifier,  en  vertu  de  la 
relation  (14)  est  réductible  a  Ia  forme 

'     d^  =  ds . 


tg(flp) 
Or  comme  lon  déduit  d'ici  par  intégration 

/sin  o 
— i—  ,do  =  s-\-S(,, 
tg(ap)       l  O 
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Sq  étant  une  constante  arbitraire,   le  problème  est  ramené  aux 
quadratures.  i 

Dans  le  cas  particulier  «  =  —  la  lij^^ne  cherchée  a  pour  équa- 
tion 

p  +  sin  p  :^  5  +  Sq  . 
Resultais  analogues  dans  le  plan  lobatschewskien. 

(A  suivre.J 


SUR  LES  CENTRES  DE  COURBURE  PRINCiPAUX 
DE  TROIS  QUADRIQUES  HOMOFOCALES 


PAR 


C.  Servais 

Professeur  à  rUniversité  de  Gaud 


1.  Soient  ?^^,  112,  «3,  les  normales.au  point  M  h  trois  qiiadri- 
ques  lioinofocales  111,  E2,  S3  passant  par  c?  poinl;  Ni,  N2,  N3, 
les  traces  de  ces  normales  sur  un  plan  de  symélrie  a;  A2  et  A3, 
Bi  et  B3,  Cl  et  C2  les  centres  de  couibure  princijKuix  de 
Si,  Ha,  S3  au  point  IVI;  [ai,  [j.^,  [I3  les  trois  plans  tangents 
(?i2  íia),  (ni  112),  (ni  n-2).  En  un  point  iM  d'une  suriace  du  second 
degré  les  deux  centres  de  courbnre  principaux  sont  les  pòles 
du  plan  tangent  par  rapport  aux  deux  qu^driques  honiofocales 
qui  passent  par  M.  Ainsi  les  pòles  des  plans  ji|,  [12,  jJis  relative- 
ment  aux  surfaces  S|,  S»,  —3  sont: 

m)  M,  A2,  A3-,     1x2)  Bi,  M,  Ba;     1J.3)  d,  C2,  M. 

Les  pòles  d'un  plan  relativement  aux  quadriques  d'un  faisceau 
tangentiel  forment  une  ponctuelle  projective  ii  toutes  les  ponc- 
tuelles  analogues;  une  face  du  télraèdre  conjugue  comniun 
contient  des  points  correspondants  de  ces  ponctuelles,  Ainsi 
lon  a: 

(MA2A3N1)  =  (B1MB3N2)  =  (C1C2MN3). 

Si  Ton  designe  par  \  la  valeur  conimune  de  ces  rapporls  anliar- 
moniques  on  a: 

(MNi  A2 As)  =  ^"fi  ;     (MN2B3B,)  =  — i^ 
K  1  —  A. 
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par  suile: 

(MN1A2  A3)  (MNaBsBi)  (MN3C1C2)  =  ~  1 . 

Ea  développant  on  a  Tégalité : 

\  MNi        I\I  A2  /  V  MN2       MB3  /  V  IVIN3       MGi  / 

^  \  MNi       M  A3  /  V  MN2       MBi  /  \  MN3       MCa  / 

Ainsi: 

En  un  poinl  M  commun  a  Irois  quadriques  homofocales  les  nor- 
males  MNi,  IMN^,  IMN3  Irmitées  à  un  même  plan  de  symétrie,  sont 
liées  aux  rayons  de  courbure  principaujc  de  ces  surfaces  par  la  re- 
la tion  : 

f^__q(^_j_)C'j la 

\MNi        MA2/\MN2       MB3/\MN3       MCi/ 

s(A L_^  (A ^\  (a L_Uo 

"^  \  MNi       M  Aa  /  \  MN2       MBi  /  \  Ml\3       MC2  / 

2.  Si  on  remplace  le  plan  de  symétrie  par  le  plan  à  Tinfini, 
qui  est  aussi  une  face  du  tétraèdre  conjugue  commun  à  Si,  S2,  S3 
Tégalité  precedente  devient 

MA2 .  MB3 .  MCi  +  MAs .  MB, .  MC2  =  O  . 

En  un  point  M  coimnun  a  trois  quadriques  homofocales  les  rayons 
de  courbure  principaux  sont  lies  par  la  relation : 

MA2 .  MB3 .  MCi  +  MA3 .  MBi .  MC2  =  O 

théorème  connu. 

3.  D'après  le  théorème  relatif  aux  ponctuelles  des  pôles  de 
deux  plans  m  et  |jl2  on  a  aussi: 

(MA2Nioo)  =  (B,MN2co) 

ou  en  développant: 

MNi    ,    MN2        . 


MA2        MBi 

En  un  point  M  commun  a  trois  quadriques  homofocales  les  nor- 
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males  MNi,  MN2,  MN3  el  les  rayons  de  courhure  principaux  sonl 
lies  par  les  relalions: 

MN)     ,    MNá  _  MNj        MN3  _  MNi        IMN3  _ 


MAa        MBi  '      MB3        MCá  '      MA3        MC» 

4.  La  quadrique  E-2  coupe  la  quadrique  —1  suivant  une  \v^\\q 
de  courbure  (A);  soient  M  et  M'  deux  points  quelcoiujues  de  (A); 
Ni  et  N'i,  les  traces  des  nonnales  en  M  et  M'  à  ili  sur  un  plan 
de  symétrie;  A2  et  A'2  les  centres  de  courbure  des  sections 
principales  en  M  et  IM'  dont  les  plans  sont  normaux  \\  la  ligne 
de  courbure  (A).  Les  points  A-2  et  A'2  sont  les  pôles  par  rap- 
port  à  II2  des  plans  tangents  à  Si  en  M  et  M'.  On  a  donc: 

(MA2N,  00)  ^  (M'A'2N'2  cc) 

et  par  conséquent: 

MA2  :  MNi  =  M'A'2  :  M'N'i .   ■ 

Le  long  íVune  ligne  de  courbure  (A)  dune  quadrique  Si  le  rayon 
de  courhure  MA2  de  la  seclion  normale  a  cette  courbe  et  la  nor- 
male  MNi  a  la  surface,  limitée  ii  un  plan  de  symétrie,  varient  dans 
un  rapport  constant. 

5.  Soient  (ab)  le  plan  de  symétrie  choisi  M|,  A,  N  les  projec- 
tions  des  points  M,  A2,  Ni  sur  Taxe  «;  T  le  point  (\i.ia).  Les 
points  M,  A2,  Ni  sont  les  pòles  du  plan  |j.i  relativement  aux 
quadriques  Si,  S2  et  la  conique  focale  {ab);  par  suite  les  plans 
projetant  les  points  M,  A2,  N|  normalenient  sur  Taxe  a  sont 
les  plans  polaires  du  point  T  par  rapport  à  Si,  S2,  et  la  co- 
nique focale  (ab).  Dans  le  cas  d'une  quadrique  à  centre  D  on  a: 

DMi . DT  =  P„, ,     DA.DT  =  P„,     DN . DT  ==  Pa,  - Pc, 

P,,,,  Pf,2  désignent  les  puissances  des  involutions  de  points  con- 
jugues sur  Taxe  a  relativement  à  Sj,  ^2-,  Pq  celle  de  Tinvolu- 
tion  analogue  sur  Taxe  c  de  la  quadrique  S|.  On  déduit  de  ces 
égalités : 

DT.MiA  =  P„,~Po,,    DT.MiN  — Pc,,     MiA:MiN  =  (Pa,-Pa2):Pc, 

par  conséquent 

(I)  MA2:MNi=:(Pa,-P,J:P,^. 
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Dans  le  cas  d'un  paraboloíde  Si  on  a : 

MiT  =  2SiT-,     AT  =  2S2T;     NT  =  2F2T 

Sj  et  Sá  étant  les  soniinets  de  Si  et  1-y,  Fg  le  foyer  coniniun  à 
leurs  sections  principales  dans  le  plan  de  syinétrie  {ac).  Par 
suite 

MiA  =  2SiS2     MiN-^2SiF2 
donc: 

MA2:Mi\i  =  SiSá:S,F2. 

Ainsi :  Dans  le  cas  (Vuiie  quadrique  a  centre  ou  (íun  paraboloíde, 
le  rapport  MA2  :  MNi  est  égal  k  (l\,,— P(;._>) :  Pc,  ou  S1S-2  :  S1F2. 

6,  Ou  a  de  mèine : 

MA3  :  MNi  =^  (P„,  -  Pag)  :  Pq      ou      MA3  :  MNi  =  S1S3  :  S1F2 

par  conséquent : 

MA2:MA3  =  (Pfl,-P«,):(Pa,-P«j     ou     MA2  :  MA3  =  SiS-2  :  8183 

formules  coiumes  déduites  analytiquement  des  expressions  des 
rayons  de  courbure  principaux  en  fonction  des  coordonnées 
ellipliques  du  point  M. 

7.  Soient  Di  la  projeclion  du  centre  D  sur  le  plan  |xr,  íi  le 
segment  DiD  compté  dans  le  sens  de  la  semi-normale  MNi  on  a: 

MNi.^i  =  Pf, 
et  par  suite : 

MA2.^^i  =  P«,-Pa,. 

On  a  de  nième  si  02  designe  le  segment  analogue  à  01,  relatif 
au  plan  |j.2  '• 

MBi.;52  =  Pa.,-Pa, 
donc : 

MAá.^i  +  MBi  .02  =  0. 

En  un  point  M  de  la  ligne  de  courbure  (A)  interseclion  des  qua- 
driques  liomofocales  Si,  S2,  les  rayons  de  courbure  MA2,  MBi  des 
sections  de  Si  et  S2  normales  en  M  à  la  courbe  (A)  sont  lies  par 
la  relation: 

MA2.5i  +  MBi.ôá-0 
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^1  et  ^-2  étant  les  dutances  du  centre  D  aux  plans  tangents  \\.\  et  [).2 
au  point  M  de  Hj  et  S^. 

8.  Le  point  Ag  élant.  Ic  pòle  du  piau  \s.{  par  rapport  à  ^a  les 
plans  tangenls  à  celte  quadrique,  parallèles  à  |j.i  coupent  la 
normale  ni  à  Si  en  deux  points  Ti  et  T2  tels  que 

(A2MT1T2)  -  -  1 
par  suite 

2  11  2MT 


MAs        MTi        MT2        MTi.MTs 

T  étant  le  milieu  de  TiTa.   Ce  point  est  alors  dans  le  piau  dia- 
metral parallèle  à  [j-i  et  on  a  en  grandeur  et  en  signe  : 

MT  =  ^1 
par  suite: 

MA2  ,  Ôi  =  MTi .  M Ta . 

Les  plans  tangents  à  II2  parallèles  au  plan  [xi  déterminent  sur  la 
normale  m  a  la  quadrique  Si  deux  points  Ti  et  T2  tels  que 

MA2 .  §1  =  MTi  .  MT2  . 

CoROLLAiRE.  Le  long  de  la  ligue  de  courburc  (A)  le  produit 
MT1.MT2  est  constant.  Sa  valeur  est  donnée  par  Paj  —  P«2  (")• 

9.  Les  plans  tangents  à  Si  parallèles  à  \l%  coupent  la  nor- 
male «2  a  la  surface  S2  en  deux  points  T'i,  et  T'2  et  on  a  (8): 

MT'i.MT'2  =  P„2-P«i 
par  conséquent: 

Si  \).{  el  |j.2  sont  les  plans  tangents  en  un  point  M  commun  a 
deux  quadriques  homofocales  Si,  S2 ;  Tj ,  T2  les  traces  de  la  nor- 
male n{  a  Si  sur  les  plans  tangents  h  S2  parallèles  a  \i.{\  T'i,  T'2 
celles  de  la  normale  «2  ^<  S2  sur  les  plans  tangents  a  Si  parallèles 
a  |X2  on  a  Végalité: 

MTi  .  MT2  +  MT'i  .  MT'2  =^  O  . 

10.  Les  plans  tangents  à  S3  parallèles  à  [X2  coupent  la  nor- 
male 7?2  ííux  points  T3,  T4;   les  plans  tangents  ;i   S)   parallèles 
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a  H3  coupent  la  normale  n^  aux  points  Ts,  Te.  On  a  (Corollaire 

n.°  8): 

MTi .  MT2  -  P«,  -  P.,  -,    MT3 .  MT4  =  Va,-l\ ;    MTg .  MTe  -  P«,  -l\ 

donc 

MTi  .  I\1T2  +  MT3 .  MT4  +  MTs .  MTg  =  O  . 

Ainsi :  Si  jti,  1x2,  jxa,  wi,  n^,  na,  sont  les  plans  tangents  et  les  nor- 
males  correspondantes  en  un  point  M  commun  à  trois  quadriques 
homofocales  S),  "^i,  II3  ;  Tj,  T2  les  traces  de  ni,  sur  les  plans  tan- 
gents a  H2  paralltles  k  m ;  T3,  T4  les  traces  de  n-2  sur  les  plans 
tangents  a  X3  paraUlies  à  |X2'i  T5,  Te  les  traces  de  ns  sur  les  plans 
tangents  a  Si  par  alicies  a  jt3,  on  a  Uégalitt : 

MTi  .  MT2  +  MT3 .  MT4  ~  MT5  .  MTg  =  O  . 

11.  Dans  le  cas  de  trois  paraboloides  homofocaux  Si,  S2,  S3 
ou  designe  par  N'i,  N'2,  N'3  les  traces  des  normales  «j,  «2,  nz 
sur  le  second  plan  de  symétrie  (oc);  par  Fi  le  foyer  commun 
aux  seclions  principales  dans  le  plan  de  symétrie  («^);  on  a  (6): 

MNi.MN'i        SiFi.SiF2         MN2 .  MN'2        S2FÍ.S2F2 


MA2.MA3        S1S2.S1S3  '      MB1.MB3        S2S,  .S2S3' 

MN3 .  MN'3  _  S3F1  .  S3F2 
MCi .  MC2^  ""  S3S1  .  S3S2' ' 

Or  on  a  (Chasles,  Gêomêtrie  supérieure,  p.  214) 

SiFi.SiF2    ,    S2Fi.S2F2    ,    S3F1.S3F2       , 


S1S2  ,  S1S3        S2S1  .  S2S3        S3S1  .  S3S2 

par  suite:  Si  les  normales  nj,  n2,  ns  au  point  M  commun  a  trois 
paraboloides  homofocaux  S|,  S2,  S3,  coupent  respectivement  les 
deux  plans  de  symétrie  en  des  couples  de  points  Ni  et  N'i,  N2  et  N'2, 
Ws  et  IV'3,  on  a  entre  les  courbures  totales  de  ces  quadriques  aic 
point  M  la  relation: 

MNi.MN'i   _^   MN2.MN'2     ,     MN3.MN'3 


MA2.MA3     '     MB1.MB3  MG1.MC2 

12.  13ans   le  cas  de  quadriques  à  centre,   soient  t  et  t'  les 
longueurs  des  tangentes  nienées  du  point  M  aux  sphères  focales 
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de    I 
poui 


la    quadrique  Si,    dont  les  centres  F    et   F'  sont    supposés 
1'  fixer  les  idées   sur  Taxe  a.    D'après    un   théorème   dú    à 
Valsoin  (*)  on  a 

d'ou 

2Pa,  +  2P«3  =  /2  ^  t^  =  MF^  +  MF'^  -  2R2 

R  étant  le  rayon  des  sphères  focales.  On  a  aiissi  (-) 
Õp2_(P..-l\)(P«.-Pc,).       t^._n,.Pr. 

MF^  +  mF^ -=  2ÕM^  +  2"ÕÍ^^ 
par  suite 

2Pa2+2Pa3  =  2ÕM*  +  2Pa,-2P6,-2Pc, 
ou 

ÕM^  =:  P„,  +Pa3 -  P«,  +  Pò,  +  Pf,  =  P«.  4-  Pa,  -  \\  +  P/^,  +  Pc. 

ainsi : 

ÕM'  =  Pr,  +  Pí,,  +  P„3(3). 

13.  On  a  (7): 

MAâ  .  h  =  P«,  -  \\  ,      MÂ3  .  íi  =  Pa,  -  Pa, 

par  suite 

(MAa  +  MAs)  Si  =  2Pa,  -  Pa,  -  Pa,  • 

En  combinant  cetle  égalité  avec  la  relation  n"  12  on  a 

(MAâ  +  MAs)  òi  +  ÕM^  =  2Pa,  -  P«2  +  Pfc,  +  Pf ,  =  Pa,  +  Pfc,  +  Pr, . 

Ainsi:  La  puissance  du  point  \I  relalivement  a  la  spkcre  orl/iogone 
í/e  la  quadrique  Si  esl  égale  a 

—  (MA-j  +  MAs)  S . 


(')  ScHROETER,  Oherflãchen  zweiter  ordmmg,  p.  688.  —  Servais,  Sur  les 
points  focaux  dans  les  surfaces  du  second  degré  (Annaes  da  Academia  Po- 
lytechnica  do  Porto,  t.  ii,  1907,  p.  31). 

(-)  ScHROETER,  loc.  cít.,  p.  683,  685. 

(^)  Salmon,  Traité  de  géométrie  analytique  à  trois  dimensions,  p.  208. 
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14.  Le  piau  polaii  e  de  M  par  rapport  à  la  sphère  orthogone 
de  —i  coiipe  le  diamètre  0^1  et  la  ngrmale  ?ii  aux  points  S  et  T; 
soient  V  la  projeclion  O  sur  le  plan  [n,  l\  le  rayon  de  la  sphère 
orthogone;  on  a: 

OM.OS  =  R* 

OM  :  OV  =  MT  :  MS 

par  suite 

MT .  O V  =  OM .  MS  =  OM .  OS  -  ÕM^  =  R^  -  ÕM" 
donc  (13) 

:\IT .  o V  =  (MA2  +  MA3)  Si  ,     MT  =  —  (MA2  +  MA3) . 

Le  plan  polaire  d'un  point  'M  cVune  quadrique  par  rapport  a  la 
sphère  orthogone  determine  sur  la  normale  111  au  point  M  un  seg- 
ment  TM  égal  à  la  soinme  des  rayons  de  courbure  principaux 
MA-2,  -MA3  de  la  surface  en  ce  point, 

15.  On  considere  le  faisceau  de  quadriques  cp  circonscrites 
à  ÍIi  le  long  des  génératrices  de  cette  suríace  situóes  dans  le 
plan  \i{.  Leurs  centres  sont  situes  sur  le  diamètre  0^1  et  elles 
ont  au  point  ^I  mèmes  centres  de  courhure  principaux  A2  et  A3. 
Les  sphéres  orthogcnes  des  quadriques  cp  forment  un  íaisceau 
dont  les  points  limites  sont  ^I  et  S.  Le  plan  radical  commun  à 
ces  sphères,  également  distant  de  ^I  et  de  S,  est  le  plan  ortho- 
gone du  paraboloide  appartenant  au  faisceau  des  quadriques  cp. 
Ce  plan  est  également  distant  des  points  31  et  T ;  par  suite: 

Le  plan  orthogone  d'un  paraboloide  determine  sur  la  normale  au 
point  M  de  la  surface  un  segment  égal  a  la  demi-somme  des  rayons 
de  courbure  principaux  MA^,  MA3  au  point  considere  (*). 

16.  Le  second  point  limite  S  du  faisceau  des  sphères  ortho- 
gones  est  le  centre  d'un  hyperboloide  spécial  du  faisceau  des 
quadriques  cp.  Cet  hyperboloide  a  trois  plans  asymptotes  rectan- 
gulaires  et  le  rayon  de  la  sphèi'e  ortliogone  est  nul;  la  pro- 
priété  (14)  montre  que: 

Si  un  hyperhuloide  a  trois  plans  asymptotes  rectangulaires,  le 
plan  diametral  normal  au  diamètre  passant  par  un  point  M  de  la 


(')  Nous  avoíis  établi  analytiquement  les  resultais  des  Dumcros  13, 
14,  15  dau.s  un  travail  —  Quelques  propriétés  des  eurfaces  du  t^cond  degré 
(Bulletins  de  rAcadéinie  royale  de  Belgique,  1893). 
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surface,  determine  sur  la  normale  en  ce  point  un  segment  TiM  éga 
a  la  somme  des  rayons  de  couibure  princípaux  MAg,  MA3  au  point 
considere.  Cest  la  généralisatioa  d'une  propriété  bien  connue  de 
rhypcrbole  équilatère. 

17.  Les  plans  |j.i,  jj.á,  [1.3  appartehant  à  un  espace  (E)  leurs 
pòles  pris  respectivement  par  rapport  à  Hi,  ^2,  —3  font  partie 
des  espaces  (Ej),  (E2),  (E3)  réciprof|ues  a  (E)  et  projectifs  entre 
eux.  Ces  pòles  sont: 


VA)     M  , 

A.., 

A3 

IX-2)     B,, 

^I  , 

Bs 

[J-3)       Cl  , 

O2, 

M. 

Les  élénients  doubles  des  espaces  (Ei),  (Eg),  (E3)  sont  les  som- 
mets  du  tétraèdre  ABCD  conjugue  à  I!i,I!2,i!3;  DA,  Dl>,  DC 
sont  les  axes  pi'incipaux  de  ces  surfaces. 

Dans  les  espaces  projectifs  (Ei)  et  (Ea),  les  plans  projetant 
de  la  droite  double  AB,  les  points  homologues  M  et  A2,  Bi  et  M 
se  correspondent  dans  dcux  faisceaux  projectifs  dont  les  élé- 
menls  doubles  sont  ABC  et  ABD.  On  en  conclut  que  les  plans 
projetant  de  AB  les  couples  A2  et  Bi,  C  et  D  appartiennent  a 
une  involution  dont  un  élément  double  est  le  plan  ABM.  Cette 
involution  será  représentée  par 

AB(MM,  CD,  A2B1). 

On  a  de  mênie  les  involutions: 

AB(MM,  CD,  A3C1),     AB(MM,  CD,  B3C,) 

Ces  involutions  sont  idenliques^  par  suite: 

D'une  ar  (te  AB  du  télracdre  conjugue  a  Si,  ÍI2,  —3  on  projetle 
les  six  centres  de  courbure  principauc,  groupés  par  couple  dans 
Vordre  A2B1,  A3C1,  B3C2  suivant  Irois  couples  de  plans  conjugues 
dans  une  involution.  Les  deux  faces  du  tétraèdre  passant  par 
1'arete  AB,  sont  conjuguées  dans  cette  involution  et  le  plan  ABM 
est  un  élément  double. 

Le  groupenient  des  centres  de  courbure  principaux  se  re- 
connait  aisément.  Le  plan  tangent  en  31  a  Tune  des  surfaces 
Si,  S2,  S3  coupe  les  deux  autres  quadriques  suivant  deux  sec- 
tions  principales  dont  les  centres  de  courbure  en  M  sont  deux 
centres  de  courbure  principaux  associes. 

18.   L'involution  de  plans  AB(MM,  CD,  A2B1)  est  coupée  par 
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Taxe  de  symétrie  CD  suivant  Tinvolulion  (M'M',  CD,  A"2B"i). 
Dans  le  cas  ou  les  quadriqiies  —i,  —2^  —3  ont  iin  centre  à  dis- 
tance  finie,  ce  poini  D  est  le  point  central  de  cette  involution 
et  on  a : 

DM'^  =  DA"2 .  DlVi . 

Si  ces  quadriques  sont  des  paraboloides,  D  est  a  Tinfini  et  est 
un  point  double  de  Finvolution;  par  suite: 

A"2M'  =  M'B"i . 

Ainsi:  Dnns  le  cas  des  sur faces  à  centre  si  M',  A"2,  B"i  sont  les 
projections  orthogonales  sur  un  axe  de  symétrie,  du  point  M  et  de 
deux  centres  de  courhure  associes  A^  et  Bj  on  a 

DM'^  =  DA"2 .  DB"i 

D  étant  le  cenhe  des  quadriques. 

Si  les  quadriques  homofocales  Sj,  S2,  S3  sont  des  paraboloides 
le  point  M'  est  le  milieu  du  segment  A"2B"i, 

19.  Le  point  Bi  est  le  pôle  du  plan  jj.2  par  rapport  à  2i  et 
les  plans  ABBi  et  |X2  sont  conjugues  par  rapport  à  cette  sur- 
face.  Le  plan  ABBi  coupe  la  normale  ni  en  un  point  M2  et  on 
a  rinvolution  (17) 

(MM,     Nioo  ,     A2Msj) 

Ainsi:  La  normale  ni  en  un  point  M  d'une  quadrique  Si  coupe 
tSn  plan  de  symétiie  a  de  cette  sur  face  en  un  point  Ni ;  les  plans 
paralleles  a  a  et  conjugues  respeclivement  aux  plans  |X2,  \i-z  des  sec- 
tions  principales  au  point  M,  rencontrent  la  normale  aux  points 
M2,  M3;  on  a  l' involution: 

(MM,     Nioo  ,     A2M2,     A3M3) 
et  la  relalion: 

N^^  =  N1A2  .  N1M2  =  N1A3 .  N1M3  . 

20.  Si  la  quadrique  ^1  est  un  paraboloide  on  peut  prendre 
les  plans  norniaux  a  Taxe  de  symétrie  et  conjugues  à  jj.2,  [1.3 •  le 
plan  a  est  alors  \\  Tinfini,  le  point  Ni  devient  un  point  double 
de  rinvolution  (19)  et  on  a 

A2M  ^  MM2     A3M  =-  MM3 . 

Ainsi :  Dans  un  paraboloide  les  plans  normaux  a  1'axe  de  symétrie 
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et  conjugues  respectivement  aux  plans  des  sections  principafes  J13,  (13 
au  point  M  de  la  surface  rencontrent  la  nonnale  en  ce  point,  aux 
points  M2,  M3  tels  que 

MM2  =  A2M  ,      MM3  =  A3M  , 

A2,  A3  élant  les  centres  de  courhure  principaux  du  paraboloide  au 
point  M. 

21.  Si  M"  est  le  point  diamétralement  opposé  a  M  sur  la 
quadrique  Zj,  le  plan  ABM"  est  le  sec<ind  plan  double  de  Tin- 
volution 

AB(MM,     CD,     A^Bi,     A3C1,     B3C2J. 

Par  conséquent : 

Les  centres  de  courhure  principaux  associes  A-2  et  Bi,  A3  et  Ci, 
B3  et  C2  des  quadriques  homofocales  Di,  S2,  S3,  sonl  conjugues 
harmoniques  relativement  a  toul  couple  de  plans  menés  par  les  points 
diamétralement  opposés  M  et  M"  paralUlement  a  U7i  plan  de  symé- 
trie  de  Si. 

Cette  propriété  subsiste  pour  les  paraboloídes  hoinofocaux 
mais  le  point  M"  est  alors  le  symétrique  de  M  par  rapport  à 
Taxe  de  symétrie. 

22.  Les  arètes  du  tétraèdre  conjugue  à  Si,  S2,  S3  font  partie 
du  complexe  des  droites  /  d'ou  l'on  projette  les  couples  de 
points  MM,  A2B1,  A3C1  suivant  une  involution  de  plans: 

/(MM,     A2B1,     A3Q). 

La  section  de  cette  involution,  par  la  normale  ni,  est  Tinvolution 
de  points 

(MM,     A2B'i,     A3C'0 

cette  dernière  montre  que  la  projectivité  définie  par  les  trois 
couples  de  points : 

MM,     A2A3,     C'iB'i 

a  un  élément  double  iinique  M.  On  a  aussi : 

(MA-2C'iB'i)  =  (MB'iA3A2) 
ou 


1 

1 

MB'i 

1 
MB'i 

1 

MA2 

MA2 

1 

1 

1 

1 

MA2       MC'i       3IB'i        MA3 
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suite : 

1 

1 

1 

1 

MCi 

MHi 

^IA2 

MAs  * 

Cette  égalilé  peut  servir  à  definir  le  complexe   des    droites  /. 
Ainsi : 

Les  plans  projetant  dune  arète  du  lêlraedre  ABCD  conjugue 
aux  quadriques  homofocales  —\,  2-2,  S3,  les  deux  centres  de  cour- 
bure  principaux  d  Índice  1,  Bi  et  Ci,  déterminent  su?'  la  nonnale  ni 
de  mème  índice  deux  points  B'i  et  C'i  tels  que 

1111 


MB'i        MA2        MA3 


A2  et  A3  étant  les  centres  de  courbure  priíicipaux  situes  sur  la  nor- 
male  ni. 

23.  Le  complexe  (/)  est  composé  d'une  infinité  de  con- 
griíences  linéaires  dont  les  axes  sont  deux  rayons  homologues 
quelconques  des  faisceaux  projectifs  (Cj)  et  íBi)  projetant  des 
points  Cl  et  Bi  les  ponttuelles  projectives  a  élément  double 
unique  : 

(M,     A.2,     Cl,...)     Ã     (M,     A3,     B'i...)- 

Toute  droite  du  complexe  passant  par  un  point  donné  R  est 
rintersection  de  deux  plans  homologues  des  faisceaux  projectifs 

RCi  (M,  Ao,  C'i,.  .  .)     7\     RBi  (M,  A3,  B',,.  .  .)• 

Le  cone  (R)  du  complexe  est  donc  dus  econd  degré;  il  a  pour  gé- 
nératrices  les  droites  RQ,  RBi,  RM;  le  plan  Rni  est  tangent  à 
ce  cone  le  long  de  la  généiatrice  RM;  car  M  est  un  élément 
double  unique  des  ponctuelles  (MM,  A2A3,  C'iB'i,  .  .  .),  déter- 
minées  sur  la  droite  ni  par  les  faisceaux  qui  engendrent  le  cone. 
CoROLLAiRE.  Les  gerbes  de  rayons  ayant  pour  centres  les  points 
M,  Cl,  B|,  appartiennent  au  complexe  (/). 

24.  Le  cone  du  complexe  ayant  pour  sommet  le  centre  D 
des  quadriques  lli,  ila,  ^3  passe  par  les  axes  de  symétrie  DA, 
DB,  DC  (22).  On  en  conclut  (23): 

Le  cone  du  second  ordre  ayant  pour  généralrices  les  axes  de  sy- 
métrie DA,  DB,  DC  de  la  quadrique  Si  et  le  diamkre  DM,  et  qui 
est  tangent  en  M  a  la  nonnale  m  en  ce  point  à  Si,  passe  par  les 
centres  de  courbure  principaux  Bi,  Ci  des  quadiiques  Si,  II2  ho- 
mofocales a  2i. 
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25.  Toute  drolte  du  complexe  (/)  siluée  dans  un  piau  3  joint 
deux  poiuts  homologues  des  poncluelles  projectives,  scctious  par 
le  piau  a  des  íaisceaux  projeclifs: 

Cl  (M,  A..  Cl,  .  .  .)     Ã     Bi  (M,  A3,  B'i,...). 

La  courbe  du  complexe  est  donc  du  second  degré ;  elle  a  pour  lau- 
gentes  les  droiles  a|j.i,  q\í.'1,  a[JL3. 

CoROLLAiRE.  Les  st/stimes  plans  régies  ayant  pour  supports  les 
plans  [JLi,  [xo,  |j.3  apparliennent  au  complexe  (/). 

26.  Si  X  est  la  trace  de  BiCi  sur  le  piau  a,  les  faisceaux 
qui  projettent  de  ce  point  les  ponctuelles  projectives  qui  en- 
geudreut  la  courbe  du  couiplexe  (25),  sont  les  sections  par  le 
plan  a  des  faisceaux 

BiCi  (M,  A2,  Cl .  .  .)     Ã     BiCi  (M,  Ag,  B'i  . . .) 

ces  deux  faisceaux  projectifs  ayant  un  élément  double  unique 
BiCi^I  ou  [XI  les  deux  faisceaux  de  centre  X  ont  aussi  un  élé- 
ment double  unique  z\).\.  Ainsi  X  est  le  point  de  contact  de  la 
tangente  ajj-i  à  la  coniíjue  du  complexe  du  plan  a.  Donc: 
Toute  coiiique  du  complexe  (l)  sappuye  sur  la  droile  BiCi. 

27.  La  conique  (a)  du  complexe  (/)  située  dans  une  face 
a  =  BCD  du  létraèdre  conjugue  ;i  Si,  Y.^,  S3  est  inscrite  au 
triangle  BCD  (22)  et  au  triangle  NiN^Na  forme  par  les  traces 
des  noruiales  n{,  n^,  «3  sur  le  plan  a  (Corollaii'e  25).  Celte  co- 
nique (a)  déterminée  par  les  deux  triangles  BCD,  N1N2N3  qui 
lui  sont  circonscrits,  ne  dépend  pas  du  clioix  des  centres  de 
courbure  principaux  de  mème  indice  Bi,  Ci  qui  ont  joué  un 
role  spécial  dans  les  développements  précédents.  Elle  appar- 
tient  aussi  aux  complexes  (/')  et  (/")  des  droites  /'  ou  /"  d'ou 
Ton  projelte  les  couples  (MM,  A.>Bi,  B3C-2)  ou  les  couples  (MM, 
AsCi,  B3C-2)  suivant  une  involution.  Dans  le  premier  complexe 
(/')  les  points  Aá,  C2  remplacent  les  point  Bi,  Cj,  et  les  points 
Bi,  B3  remplacent  A2,  A3;  dans  le  second  complexe  (/"j,  les 
points  A3,  Bj  remplacent  Bi,  Ci  et  les  points  Ci,  C^  rempla- 
cent A2,  A3.  On  conclut  de  là : 

Dune  tangente  a  la  conujue  (a)  inscrite  aux  deux  triangles  BCD, 
N1N2N3,  on  projelte  les  centres  de  courbure  principaux  associts 
AáBi,  AgCi,  B3C1'  suivant  une  involution  donl  un  plan  double 
passe  par  le  point  M. 

28.  Les  traces  Xi,  X2,  X3  des  droiles  BiCi,  A2C2,  A3B3  sur 


206 


le  plan  a  sont  les  points  de  contact  des  còtés  N2N3,  NjNs,  N1N-2 
du  triangie  N1N2N3  avec  la  conique  (a)  (26).  Par  suite: 

Les  droites  joignanl  les  centres  de  courbure  principaux  de  mtme 
Índice  BiCi,  A2C2,  A3B3  et  les  nonnales  ni,  11-2,  113  dtterminent 
dans  une  face  du  tétraèdre  conjugue  a  ^i,  II^,  S3  deux  triangles 
homologiques. 

29.  Les  tangentes  à  la  conique  (a)  determinem  sur  NjNs  et 
NilSâ  des  ponctueiles  projectives,  respectivement  perspectives 
aux  faisceaux 

Cl  (M,  A2,  Cl...)     et     B,  (M,  A3,  B'i,  .  .  .) . 

Le  point  X3  étant  le  point  de  contact  de  NiN2  avec  la  conique 
(a)  les  points  Nj  et  X3  sont  homologues  dans  les  ponctueiles  et 
les  rayons  CiNi,  B1X3  sont  homologues  dans  les  faisceaux  (Ci) 
et  (Bi),  par  suite  ils  coupent  la  normale  n{  eu  deux  points 
Ni  et  X'3  correspondants  dans  la  projectivité  (MM,  A2A3,  C'iB'i) 
et  Ton  a: 

1  11  1 

MNi  ~MX'3"~  MAá  ~  MA3  ' 

Lfi  droite  joignanl  le  centre  de  courbure  Bi  a  la  trace  de  la  droite 
A3B3  sur  le  plan  de  syrnétrie  a  coupe  la  normale  ni  en  un  point  X'3 
tel  que 

_J l_  _  _1 1_ 

MNi  ~  MX'3  ~  MAâ       "MA3 
Ni  étant  la  trace  de  W{  sur  le  plan  a. 

30.  La  droite  C1X2  coupe  wi  en  un  point  X'2  et  on  a 

_1 1___1 1_ 

MX'2~       MNi  ~  MA2  ~  MAs  * 

Les  deux  dernières  égalités  donnent: 

2  1.1 


MNi        MX'2 


Les  droites  joignant  les  points  Bi  et  Ci  respectivement  aux  traces 
des  droites  A3B3,  A2C2  sur  le  plan  de  syrnétrie  a  coupent  la  7ior- 
male  ni  en  deux  points  separes  harmoniquement  par  le  point  M  et 
le  plan  a. 
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Si  le  plan  a  est  h  1'iníini  on  voit  (jue:  Les  parallHes  nienées 
par  les  centres  de  courbure  principaux  15i,  Ci  respectivevient  aux 
droites  A3B3,  A-2C2  coupent  la  normale  n\  en  deux  points  tquidis- 
tnnts  du  point  M. 

31.  Les  faces  du  létraèdre  ABCD  conjugue  à  Si,  lia.  ^3  et 
les  plans  |j.|,  [xa,  [J-3  tangents  en  M  a  ces  surfaces  sont  osculateurs 
à  une  mènie  cubique  gaúche;  car  chaque  face  a  du  tétraèdre 
est  coupée  par  les  autres  faces  et  les  plans  jjli,  [j.-2,  J1.3  suivant  des 
tangentes  a  la  conique  (a).  Tout  plan  o  osculateui*  a  cette  para- 
bole  gaúche  coupe  la  développable  osculatrice  suivant  une  co- 
nique (a)  appartenant  aux  complexes  (í),  (/'),  (/")  car  les  coni- 
ques  de  ces  complexes  situées  dans  le  plan  a  ont  en  commun 
comme  tangentes,  les  traces  de  a  sur  les  faces  du  tétraèdre  ABCD 
et  sur  les  plans  |Xi,  [X2>  [J-a-  Ces  ctmiques  sont  donc  identiques. 
Par  suite: 

Les  faces  du  tétraèdre  ABCD  conjugue  aux  trois  quadriques  ho- 
mo focales  Hl,  ^21  ^3  ^í  l^s  plans  íangents  |Xj,  [ia,  1x3  à  ces  surfaces 
au  point  M,  sont  osculateurs  à  une  par  abole  gaúche.  D'un  axe  de 
cette  courhe,  on  projette  les  centres  de  courbure  principaux  associes 
A2  et  B|,  A3  et  Cl,  B3  et  C2  suivant  trois  couples  de  plans  conju- 
gues dans  une  involution;  un  plan  double  de  cette  involution  passe 
par  le  point  >I. 

CoROLLAiuE.  Les  plans  inenés  par  un  axe  de  la  parabole  gaúche 
et  deux  centres  de  courbure  principaux  de  même  Índice  Bi,  Cj  dé- 
lerminent  sur  la  normale  n\  deux  poi?its  B'i,  C'i  tels  que 

1111 


MB'i        MA2        MA3  • 


32.  Toute  conique  conimune  aux  complexe  (/),  (/'),  (l'')  s'ap- 
puie  sur  les  droites  BiCi,  A2C2,  A3B3  (26).  Ces  droites  sont 
donc  des  génératrices  de  la  développable  osculatrice  à  la  para- 
bole gaúche,  dont  ces  coniques  sont  des  sections  (31).  Par 
conséquent : 

Les  droites  BiCi,  A2C2,  A3B3  joignant  les  centres  de  courbure 
principaux  de  même  Índice,  sont  des  tangentes  a  la  parabole  gaúche 
déterminée  ci-dessus. 

33.  Les  ternes  de  droites  tij,  n-i,  nz  et  BiCi,  A2C2,  A3B3 
déterminent  dans  une  face  a  du  tétraèdre  conjugue  à  -I|,  ^2,  -3 
deux  triangles  N1N2N3,  X 1X2X3  homologiques  (28).  Le  centre 
dhomologie  de  ces  deux  triangles  est  à  Tintersection  des  élé- 
ments   doubles    de   la   projectivité   cyclique  déterminée  par   le 
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terne  de  tangentes  iV-iN^,  N3N1,  N|Ná  de  la  conique  (a)  inscrite 
dans  la  développable  osculatiice  à  la  parabole  gaúche,  Ce  point 
est  donc  sur  Taxe  Ec;  de  cetle  parabole,  intersection  des  élé- 
ments  doubles  E  et  cp  de  la  projectivilé  cyclique  détei  minée  sur 
elle  par  les  plans  osculateurs  jX),  jj.2,  [is-  Cette  droite  Ecp  est 
indépendante  de  la  face  cc  choisie,  Donc  : 

Les  normales  nj,  n^,  ns  au  point  M  commun  aux  trois  quadri- 
ques  homofocales  ili,  E2,  —3  et  les  droites  BjCi,  A-iCá,  A3B3  joi- 
gnant  les  centres  de  courhure  principaujo  de  nume  Índice,  determi- 
nent  dans  chaque  face  du  télratdre  conjugue  a  Si,  ÍI2,  ^3,  deux 
triangles  homologiques.  Les  centres  d'hoinologie  relatifs  aux  quatre 
faces  du  tétraèdre  sont  en  ligne  droite. 

On  démontre  aisément  que:  Les  axes  d' hoinologie  relatifs  aux 
quatre  faces  du  tétraèdre  font  partie  d'un  même  système  réglé. 

En  eííet  Taxe  d'homologie  s  des  deux  ti'iangles  NiN^Ns,  XjXgXs 
est  la  polaire  du  centre  d  homologie  S  relativement  a  la  co- 
nique (a).  On  sait  que  la  polaire  s  d'un  point  S  d'un  axe  Ecp 
d'une  cubique  gaúche  par  rapport  à  la  conique  (a),  inscrite 
dans  la  développable  osculatrice  et  située  dans  le  troisième 
plan  osculateur  a  issu  de  S,  décrit  un  système  réglé  quand  le 
point  S  se  déplace  sur  Taxe  Ecp. 

La  ponctuelle  décrite  par  le  point  S  étant  projective  au  sys- 
tème réglé  décrit  par  la  polaire  *,  on  voit  que : 

Le  rapport  anharinonique  des  quatre  centres  d'homologie  S  est 
égal  h  celui  des  quatre  axes  d'homologie  s. 

34.  Les  plans  osculateurs  |ii,  jX2,  1x3  de  la  parabole  gaúche 
passant  par  le  point  M,  le  plan  mené  par  ce  point  et  Taxe  Ecp 
est  le  plan  focal  de  M.  II  coupc  les  tangentes  BiCi,  A2C2,  A3B3 
en  leurs  points  de  contact  Ti,  T2,  T3  et  Taxe  Ecp  est  la  polaire 
trilinéaire  de  M  relativement  au  Iriangle  T1T2T3.  Par  suite: 

Le  plan  mené  par  le  point  IM  et  la  droite  des  centres  d'homo- 
lOgie  S,  coupe  les  droites  joignant  les  centres  de  courhure  princi- 
paux  de  même  Índice  BjCi,  A2C2,  A3B3  suivant  un  triangle  T1T2T3. 
La  droite  des  centres  d^homologie  est  la  polaire  trilinéaire  du 
point  M  relativement  a  ce  triangle. 


SUR  LES  POLYNOIKIES  TL.  DHERWIITE 
ET  LES  POLYNOiyiES  X.  DE  LEGENDRE 

POR 

Paul  ArrELL 

Meinbre  de  Tlustitiit  de  Franee 


1.  Dans  un  prérédcnt  arliclc  dos  jinnaes{^)  nous  avons  montré 
coniincnl  les  jjolynòines  IJ,»  „  (riíi:i!MriK  se  raltachcnt  aux  po- 
lynòines  X,i  de  Lege.nduk. 

Voici  un  autre  poiíit  de  vue  sons  lequel  les  deux  sortes  de 
polynônies  sont  lies  enire  eiix.  Le  polynòme  U„,,  „,  d'HERMiTE 
esl,  \\  un  facleiíi"  nuniéiiíjue  prés,  ('-^al  à  la  dér'vée 


I'intégrale 


étendue  au  cercle  íw^-f^/" — ^."^0  est  Jiulle  toules  les  fois  que  P 
est  un  polynònie  cn  x  c\  y  de  deyré  infériour  à  m-\-n.  En  par- 
lieulier  on  a 

jy\}„„n{x''  +  y''fclxdy^O 
si 

1k  <m-\-n. 

Exprimons  celle  propriété  en  coordonnées  polaires 

x  =  X  cos  6  ,     y  =X  si»  ^  ; 


f)  Dans  la  formule  (1)  de  cct  articlo  on  a  écrit  1  — 'iax-^-x-  au  liou 
do  1    -  ""lax  -\-  a'. 

Voi.  V  —  X."  4  2 


í)lO 


noiís  auroiis 


J  o  c/  o      ' 


tant  que 

Si   lua  des  entièrs  m  ou  n  est  impair,   ou  si   tous  les  dcux 
soul  impairs,  rinlégrale 


I      ^Hi,  n 
J  O 


</Ô 


est  nulle;  en  elTct,  daiis  ces  cas,  U,„^  „  (;st  une  fonclion  paire 
de  coso  et  de  sin  6,  niullipliée  par  coso,  ou  par  sin  6,  ou  par 
cos  b  sin  b. 

Si  m  et  n  sont  pairs  tous  deux 


7»   =   9»  77    =    9/ 


rintégrale 

esl  un  polynòine  en  Y-  de  degré  p^q,  et  on  a 

lant  que  l'enlier  posilif  /  est  inléiieur  à  p-\-q.  Si  on  lait 

r-  =  t , 


on  a 


pour 

Donc   Qy,^    (7)  est,   ;>  un  facleur  consiant   prés,    idcntique  au 
polynòn)c 


qui  est,  apiès  iin  cliaiigcineiil  de  variablc  évidcnt 

1     ,    .r  \        X 

^^2^2'      ^~^^2~2 

un  polynòino  \„,  à  un  íaclciir  conslanl  prcs. 
En  résiiine  tons  les  polvnònies 

d  un  nume  clegré  .s,p  4-^1  =  8,   xont  cs^aux,   á  dei  factetcrs  nuviéri- 
(jues  pns,  it  vn  iiiniu.  poltjnÔDie 

inimédiatcment  réductible  aux  polynòines  de  Legendue. 

2.  On  peut  vériíier  ce  résultat  et  délerniiner  les  facteui's  de 
proportionnalité  par  la  mélbode  suivante,  en  partant  de  la  fon- 
ction  génératrice, 

On  a,  d'apiès  le  précédent  arlicie 

1 

t/  [  1  -  Tp  cos  (6  -  <x)-f  +  p'^  ( r~P)  ^  N  ^^  "^' ' 
avec 

H;\j=     S     cos"' a  sin"a  ll„i^  „  . 

m+n=N 

Multiplions  les  deux  membres  de  ce  développement  par  í/6 
et  intégrons  de  O  \\  2~  par  rapport  ;i  6.  Nous  aurons 

,,,    r--  _M r'-- 

"  j„  ,/[i-rpcos((í-a,p+pni-vr-' Jo"^'^- 

Mais  il  est  évident  que  Tintégrale  dii  premier  membre  est 
indépendante  de  a,  car,  la  fonction  intégrée  adnicttant  la  pé- 
riode  2~,  linlégrale  a  la  nième  valeur  dans  un  intervalle  quel- 
conque  égal  ;i  une  période,  par  exemple  de  a  a  «  +  2t:.  Dono 
les  intégrales 

Ip^=   1    Hxí/e=     S     cos»'asin"a  |    U,,,  „  r/6 
sonl  iiulépeiidiinlcs  de  a.   Dos  loi's,  si  ///,  ou  ?;,  ou  }ii  cl  ;í  sont 


'2\-l 


impuiis,   ces  sommes  l^    sojil   identiquenient   nulles,    quel    que 
soit  a. 

Si  771  et  71  soiit  pairs 

m-^1p,     ?í  =  2y,     N  -  2  (/; -f  <7) , 

linlégrale  l^-  ne  peut  èlre  indépendanle  de  a  que  si    elle   est 
idéntique  à 

2~ 


[cos2  a  +  sin2  «)i'+í       Un  o  f/Ô  • 
J  o 


En  íaisaut  celle  idenlifu-alion  et  eniployant  les  notations  pre- 
cedentes, on  a 

O      (X^A        >  .2.3...(yj  +  y) 

'vV  9(1-)=  1  .  2  . .  o  .  1  .  2  .  .  ■  ^  "^+*'  °  *^    '^  ■ 

TcHis  les  polynòmes  Qp,  ç(V^),  d'un  nième  degré  5,  p-\-q  =  s, 
sont  donc  égaux  à  Tun  d'eux  Q^,^,^ „  (Y"^),  niultiplié  par  des  fa- 
cteurs  conslauts. 

3.  II  reste  \\  trcuver  rexpi-ession  complèle  du  polynòme 

Q;'+?,o(0 

obtenu  eu  leniplacaut  Y-  pai-  l.  ^ous  avons  vu,  dans  le  preuiier 
paragraplie,  (|ue  ce  polviiònie  est,  ;t  un  facteur  eonstant  prés 
égal  au  polynòme  Rjí/j  dcmné  par  (1).  Nous  éciirons 

(3)  ^.At)-/^-s-^[i'(}-m 


j(S 


ou  il  reste  ii  déterniiner  la  constante  /j. 

Dans  le  développeuient  (2j  faisons  a  =  0;  il  vienl 

n-  f/6  n- 

Jo    V/(1— Ip  cos  0)^4- p-(l  —  l-)  Jo 

ou 

Ce  dt'vel()pj)enient  devient  donc,  d'a])rès  (3), 
(/d 

O  v/(i-vpcos6/H-pni-i^^r'""'  ^^ 
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d'ou,  en  faisant  V-^0, 

(5) 


2x 


3Iais,  d 'a  prés  (1), 
da  11  Ire  pari 


v/i  +  p^ 

R,(0)=1.2.3....s--, 


—  ^l-')^P^ 


.  3  ...  2*  -  1 

2 . 4  . . .  2s 


Idenlifiant  (5)  et  (6)  on  a 

^■_g^(-l?t-3.5...2.-l 

•'"       2^      (í.2.r777sW~ 


D'oú  enfin  la  lorniule  définitive 


donnant  les  coefficienls  du  développeinent  de  i'intég;rale 

f/d 


r 


V/ [  1  —  T p cos  (6 -  oc)]-^ -{- f  {í  —  Pj      o 


-_  =  ^_:p2sQ,,o(P) 


siiivant  les  puissanccs  posilives  cl  cniissanles  óc  o-. 

On  aura  une  vérificalion  des  coeíílcieiíls  numériques  cu  fai- 
sant r  =  1 . 

4.  On  peut  éj^alcuient  préscnter  cctte  formule  comine  une 
propriété  des  polynòmcs  X„  de  Lkgendre,  Nous  avons  vu  en  elfct, 
dans  le  précédent  article,  que 


HN  =  [l-Y2sin2(0-a)]2  Xp 


r  cos  (6  —  «) 
^N  \  yi_Y"2sin"''^^a) 

Faisant  IN  =  2f,  Y^  — ^.  Nous  aurons,  d'après  (7), 

(/6 


V  t  cos  (6  —  a) 
(~iY     1.3...  2.9-1     fí' 


I    [1— ísin2(0  — a)'-^X2, 


si 


9s 


(1.2...  5)'^         ííl' 


[/^{i-ty]. 


SUR  LES  FONCTIONS  REPRÉSENTÉES 
PAR  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES 


PAR 


D.  PoMPEia 

Professeur  à  rUiiiversité  de  Jassy  (Roumanie) 


L'intégrale  de  Cauciiy 


f(^=-^\4^^^ 


represente,  dans  rintérieur  du  contour  fernié  C,  la  íonction 
holomorplie  f\z)  qui  prend  sur  C  les  valcurs  t\C^). 

Si  le  point  z  est  extérieur  au  contour  C,  on  sail  que  Tinté- 
grale  est  idenliquement  nu  lie. 

Une  intégrale  plus  généralc  que  oelle  de  Cauchy  peut  èlre 
définie  de  la  íacon  suivanle: 

Sur  un  contour  feriné  C,  donnons-nous  une  succession  con- 
tinue de  valeurs  comjilexes  X(2^)  et  fornions  Tintégrale 

ZIT    /  p  C,  —  Z 

X  étant  un  parainètre  qu'on  peut  jirendre,  ;t  volonté,  dans  rin- 
térieur ou  à  Textérieur  du  contour  C. 

On  déinontre  (jue  lintigrafe  .1  diÇinii  en  dedans  et  en  dehors 
du  contour  C  deu,r  foncíions  //o/o)?io/ij/ies  picnant  sur  C  deux 
suites  continues  de  va/eurs,  la  diference  de  ces  valeurs  étant  juste- 
ment  )^(21). 

Ce  lliéorènie  se  liouve  cite,  en  noie,  dans  les  Leruns  sur  les 
l'onctio7is  méroviorjdies  (page  o)  de  M.  Bonr.L. 

II  géncralise  Ic  ihcorònic  de  rintcgrale  de  Cauciiv. 
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En  efíet,  si  Ton  prend  'k(Z)  =  f{Q  c'esl-a  diie  les  valeurs 
mènies  de  f(z)  sur  le  contour,  ou  trouve  comine  fonctiori  inté- 
rieure  f{z)  el  comine  fonction  extériexire  zero,  et  sur  le  con- 
tour C  la  diílérence  est  justement  /\^). 

1.  Considérons  Tinlégralc  .1  et  prenons  comuie  lonction  X(!^), 
sur  (],  une  fonction  délinie  de  la  façon  suivante: 

Soit  o{t)  une  fonction  liolomorplie  dans  (^  el  sur  le  con- 
tour C,  c'est-;i  dire  holomorphe  dans  un  domaine  auquel  C/  est 
complètement  intérieur. 

Posons 

o  (z)  =  u  {x,  y)  -^r  iv  (íc,  y) . 

Je  prend s,  sur  C, 

c'est-a-dire  en  chaque  point  de  C  la  valeur  conjuguée  de  celle 
de  'i  au  mème  point, 

La  fonction  /v(!!l)  étant  ainsi  définie  je  forme  Tintégrale 

et  je  designe  par  (0(2)  la  fonction  inlérieure  et  par  'l^{x)  Ia  fon- 
ction ejclérieure,  définies  par  cette  intéi^rale. 

Je  me  proposc  de  démontrer  que  ni  co  (t)  ni  'j»  (2)  n'admettent 
le  contour  C  conime  une  frontihe  naturelle  si  ce  contour  est 
une  ligne  analytique,  parlout  régulière.  Cest-a-dire  que  chacune 
de  ces  fonctions  peiít  èivc  prolongic  au  dela  du  contour  C:  la 
fonction  oj  (z)  au  deliors;  la  fonction  '|>  (z)  en  dedans  du  con- 
tour C. 

2.  Ou  a 

sur  le  contour  C  Ou 

D'après  cela  si  lOn  pcut  trouver,  eu  deliors  du  contour  (],  une 
fonction,  holom  nphe  dans  le  voisinage  de  C,  pieiíant  sur  C.  les 
valeurs  'k(Z,),  le  prolongeincnt  de  03(z)  est  assuré. 

Cette  fonction  inconnue  on  peut  la  notei'  X(z)  puisqu'clle  doil 
prcndre  sur  C  les  valeurs  X(2^). 
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Je  dis  qu'elle  existe  et,  pour  prouver  son  existence,  je  vais 
déniontrer  le  lliéorèine  suivant : 

Soit  'f  (z)  une  fonciion  holoniorphe  dans  un  doniaine  D.  Tra- 
çons  dans  ce  doniaine  une  lijí^ne  analytique  L,  parlout  régulière, 
et,  sur  celte  ligne,  eonsidéions  la  fonciion  1(2^)  dont  la  valeur 
en  chac|ue  point  Z,  de  la  ligne  L  esl  égale  à  la  valeur  eonjuguée 
de  Cp  au  niéine  point  Z,. 

■Je  dis  quil  existe  une  íonciion  analvli(|ue,  régulière  en  chaque 
point  de  L,  et  prenant  sur  cette  ligne  les  valeurs  \\Z,). 

En  eíTet  soit 

un  êliment  de  la  fonciion  cp,  dont  le  centre  £^o  est  un  point  de  la 
ligne  L. 
On  a 

(I)  u  (^,  ■/;)  +  iv  (^,  r,)  -  S  a,„  yC  -  'C^if  . 

Et,  il  faut  déniontrer  quil  existe  une  série  de  puissanccs 

donnant,  dans  le  voisinage  de  ?^o,  les  valeurs  de  ?.{!!)  pour  tout 
point  !^,  pris  sur  L,  et  assez  voisin  de  SIq.   On  doit  donc  avoir 

(2)  u  [l  -O  -  iv  {l  Ti)  =  1  p„.  (s:  -  zoy- . 

IMais,  en  comparant  les  formules  (1)  et  (2),  on  en  conclut: 

(3)  u  [l  r^  =  S  -i  («„,  +  ,3„,) .  (Z  -  ZoY^ . 

Dans  cette  égalité  le  preniier  menibre  designe  les  valeurs  de  la 
íonction  liarnionique  ií  sur  la  ligne  L. 
On  trouve,  de  niéuie, 

(4)  v{^rq)=-^2~(a,„-fi„,).{r_r^.^- 

ce  qui  ])rouve  tjue,  si  les  développenients  leis  que  (3)  et  (4)  sont 
possibles,  il  existera  aussi  le  dévcloppenient  chcrclié  (2j. 

3.  Nous  soniines  donc  anienés  ;i  déniontrer  le  théorème  sui- 
vant: 

Soit  u{x,y)  une  íonction  de  deux  vaiiables  réelles,  harnio- 
ni(|ue  dans   un  doinainc  D.    Trarons  dans  D   une   ligne  analy- 
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tique  L,  ivgulièrp  vn  oliacun  de  ses  pdints.  Je  rlis  que  sur  eetle 
ligne  la  Ibíietiou  liannouique  ii{x,y)  peul  ètre  repiésenlée,  dans 
le  voisinage  du  poiíit  2^o  =  ^o  +  ?V;o,  par  une  série  de  la  forme 

daus  laquelle  toutes  Ics  letlres,  sanf  w,  désignenl  des  noiuhres 
complexes. 

Eu  d'aulres  termes:   il  exhle  une  fonclion  analytíque  f{z),  7'é- 
gulière  en  toul  point  de  la  ligne   L,   et  prenant  sur  L  les  valeurs 

On  a  dans  le  voisinage  du  point  (^o,'/io) 

u  («,  y)  =  cpo  +  'f  1  {x  —  qo,  ?/  —  -/lo)  + .  .  .  +  'f  Hí  (a?  —  ^0  ,  y  —  -/lo)  + . . . 

Ou,  en  restant  sur  la  ligne  L, 

(3')  u (^,  Yj)  =  cpo-h  cpi  (^  =  CO,  r^  —  r^Q)  + . .  .4-'j>„j (^  —  ^o,  •/]  —  rio)  +  . . . 
Mais,  la  ligne  L  étant  analvlique, 

(5) 

r,  —  r,o  =  /c{t  —  to)  +  /-'  (^  —  /o)^  + .  •  . 
ou 

(6)  Z-'^.o  =  (/i  +  ?■/•)  (/  -  /o)  +  (A'  +  //"O  {t  -  ^)2  + .  .  . 

IMainlenaiit,  dans  le  développeinent  (3'),  si  Ton  i"emplace  (^  —  ^o) 
et  ['q  —  Tfi)  par  leurs  valeurs  (5),  on  arrive  au  développement 

valable  dans  le  voisinage  du  point  (ço>  "/jo). 
Mais  on  tire  de  la  formule  (6) 

t-to  =  ^\,n{'^-'^o)"\ 

puisque,  d'après  riiypollièse,  la  ligne  L  est  parlout  régulière; 
et,  mellant  à  la  place  de  (/  —  to),  dans  (1),  sa  valeur  en  (Z,  —  2^o), 
on  arrive  ;i  un  développement  de  la  forme 

ce  qu'il  fallait  démonlrer 
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4.  Prenons,  comme  exemple,  la  fonction 

u{x,y)  =  x , 

qui   est  éviclcniment   Iiarmoniqiie,    et  comme  ligne  analvtique, 
parlout  ré^ulière,  un  cercie  C>  de  centre 

í"  =  a  -f  íZ» 
et  de  rayoii  r. 

Je  dis  qiril  existe  une  fonction  analytique,  régulière  en  chaque 
point  dii  cercie  C  et  prenant  sur  ce  cercie  les  valeurs  íc=^. 
Ou  a 

c,  =  a-\-r  cos  t 

r,  =  h^)-  sin  t 


d' ou 
Mais 

et 


C  =í=  c  "h  re'' 


f  1      .  . 

c,  =  a  -\-  r  cos  /  =  «  +  r .  —  (e"  +  g~") 


donc 


$  =  «  +  -|(C-c 


?• 

' 

• 

.-^  \    1 

r             ,.t 

Via-ib) 

s:-^/     2 

La  fonction  analytique  chcrchée  est  donc 


A(^) 


2-I-Í-' 


?•' 


eu  désignant   par  c    le  nombre  complexe  conjugue  de  c,    Elle 
prend  bien  les  valeurs  x  sur  le  cercie  C. 

5.  Le  théorème  du  n°  3  étant  démontré,  on  peut  démontrer 
maintenant  le  tbéorème  du  n°  2.  On  a,  en  eílet, 

w(;,r,)^lA,„(!;-?:o)"', 

i-(^,-/í)  =  i:b„,(!:-2:o)"', 

sur  la  ligne  L.  On  en  dcduit 


•21!) 
Donc,  en  se  rapportant  à  la  formule  (2), 

Pm  ="  A„(  —  t  B„i 

et  le  ihéorèine  est  démonlré. 

6.  IMais  ce  resultai  nous  luontre  que  nous  aurions  pu  prendre, 
sur  le  contour  C,  coninie  fonction  'k{Q  une  suite  de  valeurs 

les  fjnctions  u(x,i/)  et  v(x,y)  élant  harinoniques  dans  une 
bande  coniprenant  le  contour  C,  sans  rien  supposer  sur  Tana- 
lycité  de  la  combinaison 

U  -}-  IV  . 

Nous  aurions  pu  donc  prendre  deux  fbnctit)ns  hannoniques 
quelconques  u  et  v  avec  lesquelles  nous  aurions  defini  X  (C) 
par  Tégalité 

7.  En  resume,   nous   avons    démontré,    avec   les   hypolhèses 
précisées  au  cours  de  la  démonstration  que  les  deux  lonctions 

m{z)  et  '^^{z)  définics  par  Tintégrale 


d; 


peuvent  èlre  prolono^ées  an  dela  du  cojiloui-  C:  la  fonction  (o{z) 
au  dehors ;  la  íonclion  '|i  (z")  en  dedans  du  contour  C. 


SOBRE  O  METHODO  DE  GAUSS 
PARA  O  CALCULO  APPROXIIYIADO  DOS  INTEGRAES  DEFINIDOS 


POR 


F.  Gomes  Teixeiea 


O  inelliodo  para  o  calculo  do  valor  approximado  dos  inle- 
graes  detinidos  datlo  por  Gauss  na  memoria  intitulada  Methotius 
nova  inlepalium  valores  per  approximalionem  inveniendi  loi  com- 
pletado por  IMansioiN  no  seu  Réstimé  du  Cours  d' Analijse  (1887, 
p.  132),  onde  deu  uma  expressão  para  o  calculo  do  limite  do 
ei-ro  que  se  commette  cjuando  se  applica  este  methodo.  E  d'esta 
questão  que  vamos  occupar-nos,  para  dar  uma  nova  demons- 
tração do  resultado  obtido  por  este  ultimo  g-eometra. 

Recordemos  piúuieiramente  os  lemmas  seguintes: 

1.°   A.  equação  do  gráo  n 

d-^{x)  _d-{x^-\f  ^ 
^  ^  dx"  dx" 

tem  u  raizes  reaes  e  desiguaes,  cou)prehenditlas  entre  —  1 
e-fl. 

Podese  vèr  a  demonstiação  d'esta  proposição  no  nosso  Curso 
de  Anadjse  Infinilcswud  [Calculo  diffcrencial,  4,''  ed.,  í  'JOG,  p.  281), 

2."  Se  uuia  funcção  [[z)  e  as  suas  derivadas  f{z),  f'{^) /"''''(^) 

são  finitas  no  intervallo  compiclicndido  entre  dois  números  a 
e  />,  se  os  números  x\,  cr^,  .  .  .,  íP/,,  x  peitencein  a  este  inter- 
vallo, e  se  são  conhecidos  os  valores  ?/i,  y<^,  ,  .  .,  ?//.,  que  toma 
f\x)    nos    pontos   X{,   ira,  .  ,  .,   x^,    podemos    formar   um    poly- 


2:>l 


noiíiio 

Fa-  (íc)  =  a  4"  15  (^^  ~  ^'0  +  C  (a^  —  Xi)  {x  —  x-2)-\-.  .  . 
-(-  M  (íc  —  xi)  (x  —  Xi) .  .  .{x  —  xi;_  i) 
lai  (jue  seja 

f(x)^V,(x)  +  \\k, 

Ra-  =  -.—  /"'''^  (X)  {x  —  Xi){x  —  Xi) .  .  .{x  —  xit) , 

/£  ! 

X  designando  um  numero  comprehendido  entre  o  maior  e  o 
menor  dos  números  x\,  0*2,  .  .  .,  £C/,,  x. 

P()de  vèr-se  uma  demonstração  d'esta  pioposioão  na  nossa 
obra  atrás  mencionada  (p.  288-291). 

Posto  isto,  seja 

f(x)  dx 


L 


o  integral  dado.  Temos 


f{x)dx^--   I    F/,(,r)c7íc+    I    W^dx. 

Suppoidiamos,  j)orém,  que  se  loniam  para  valoies  de  X{, 
Xi,  .  .  .,  Xi,  as  71  raizes  íC|,  xí,  .  .  .,  x  da  e(piarrio  (I  )  c  outros  n 
valores  x„j^\,  x„_^i,  .  .  .,  a?-„  arbitrariameiUe  escolhidos  entre 
—  1  e  4"  1  •  Ttíinos 

Ran  =  J^nVÍ  (^  ~  ^0  (í»  —  «^â) .  .  •  (íK  —  íí-á,,)  /''-"^  (X) . 
Como    porém 

ípit!)  (aj)  =  (^,1  -j-  1 )  (,i  ^  2) .  .  .  2a  (a?  —  a?i)  («;  —  3*â) ...  (a;  —  .t„)  , 

podemos,    visto    que  ípi,  íc-t,  .•.«?,)   são    raizes    da   equação  (1), 
dar  á  expressão  de  llâ,,  a  forma 

^^""-        (2n)!(«+l)(n  +  2)...2ã         '      ^■^''/       ^^^- 
Logo  o  ei'r(»  l»'2«  (pie  se  ("omettc,  quando  se  calcula  o  valor 
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do  iiilegral  rnnsidcraclo  por  meio  da  ftjrniula 
f(x)  dx  =    1    Fâii  {x)  dx  , 


iV2u  = 


tem  para  expressão 
1 


(2n) !(«+!)(« +-2: 


cpí")  (íc)  (a;  -«;„+,)...  (íc  -  a?,»)  f-"»  (X)  ííaj . 
-1 


Como  porém  os  números  Xn-^\,  a",i-}-2i  •  •  •>  ^^^Sh  podem  ser  tão 
próximos  quanto  se  queira  de  X{,  x-i,  .  .  .,  £C„,  respectivamente, 
podemos  ainda  escrever 


1 


R'2H  =  ..........    ,     .wl    ,    .^ ^^Xl^'"  ^"^^^^  ^'"'  ^^^  "^"^ ' 


(2yi)![(n+l)(íí  +  2)...) 


ou,   applicando  o  primeiro  tlieorema  do  valor  médio  dos  inte- 
graes  definidos, 

1 

(2?i)![(?i+l)7íí-r2).  ..InJ 


R'2«  =  T....,r, ;..   ,  ..  -ir^  /•^-"'  (X')  J^lí("'  {x)Y  àx , 


X'  designando  um  numeio  comprehendido  entre  —  1  e  +  1  • 
Mas,  integrando  por  partes,  temos 

/[(pCO  {x)J  dx  =  cj;'"-!)  {x)  '^("'  (íc)  —  j''^  ("-*>  (íc)  ((>"'+*)  (íc)  dx , 

e  portanto 

Do  mesmo  modo 

o<«- 1'  (íc)  cp("+ 1'  (íc)  c?a;  =  -        '^ '"-2)  (x)  9^"  ^-'  (íb)  c7a7 , 

cp(ícjcp'2")^a-)(/£C  =  (2«)!        cp(3:')£/^. 


Temos  também,  integrando  jjor  paíles, 


j  {x-í){x-{-))dx  =  -  ^-_r—  1  (.-/;- 1  )'H- 1  (£c  -f  1  y-i  dx  , 

r+'  n-  1  /•  +  ' 

(x -  1)«+*  (x  +  1)"-^  íía;  = (x -  l)"+2  (a,  _|_  j )«-2  ^^ 


I    (íC  -  I  )2«-l  (íC  -  1)  ríx  =  -  2—    I    (íC  -  1  j2«  <íx  = 


92)H-1 


2íi  (2?i  -f  1 )  * 

Das  ogualtlades   que   vimos  de  escrever   resulta  a   expressão 
seguinte  de  Ug,; : 

1     9          o,    92»i+l 
R'      = /'(2n)  í\'^ 

^"      [(n+l)(7i  +  2)...2«j3(^2n+l)'       ^^* 
Temos  pois 

f(x)dx=      F^->n(x)dx^. •'       — , f^-"h\'). 

J  Ly  j_i-"^  ^       ^L(n-rl)(n-2)...2nP(2n+l)^      ^'"^  ^• 

E  bom  recordar  que,  se  fòr  dado  o  integral 

•6 


C  . 

I  /  (íc)  dx  , 
J  « 


podemos  reduzil-a  a  outro  que  tenha   para  limites  —  l    e  -\-  í 
pondo 

a-\~  ò    ,    b  —  a 


l  . 


ÉSSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
OES  LIGNES  NON-EUCLIOIENNES 

PAR 

GeMINIANO  PiRONDINl 
à  Rome 


(Suite) 

§  69 

Problhne  general.  —  Sur  les  tangentes  successives  dune  ligne 
plnjie  ilonnée  L  on  premi,  à  partir  ilu  point  ile  cuntact,  un  se- 
pnenl  'V  fonction  confine  de  l  are.  Dttenniner  la  ligne  Li  lieu  de 
iextrémité  de  T. 

En   appelant   i  rinclinaison   de   Lj  sur   les  tangenles   de  L, 

on  a  (§  61) 


L 

) 

•^ 

y       d'()u 

il  suit 

í+tgpl 

di  ' 

ds\ 

B 

3-^ 

á 

-^í- — — " 

-^ 

^. 

sin  i- 

-tgT 

di 
dsi 

Fig.  30 

(15) 

COL  f>l 

1 

t&T 

Cela 

pose,    soipiit 

AAi 

=  T 

,     13Bi  =  T  +  r/T 

deiix  latií^oiites  successives  de  la  lii,nu'  L,  ei  A|M  Tare  circulaire 
de  ceiil]'e  \  cl  de  rayon   T  eonij)ris  cnire  ees  laiiy^eiiLes. 
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En    remai-quaiil    cjiic   (^    ()2)    MTii  =  (/T  -\-(/s,    le    tiManglc    rc- 
ctangle  iiirmiiueiit  pclit  AiiMHi  donne  les  relalions 

(/s 
sin  i  .  (ài  =  Al  IM  =  siii  r  ,  í/z  ^  siii  T , 


dsi^  =  (d'V  +  dsY  +  siu«  T  -,  -  , 


croíi,    en-  lenant   coiiipte    de    la    ioi^iimle   (l-^),    <>ii    derive    les 
autres 

cos  T  —  ti»  p  .     ,    )  sin  i 

(!())  cotf>j== ^-— 

sin  r 


(H) 


í/s  1  is  (j 


(Is 
En  eliminam  enfin  -  ^  -  entie  réíinaljon  (17)  et  Tanlre 


A,  M 

sin  T 

r/.s- 

AiUi 

tgp 

•  r/.vi   ' 

on  obtient 

(18) 

sin  /  =  — 

sin  T 

\/('+^)'-'»"-'p+™"'' 


Or  coninie  p  et  T  sont  des  fonctions  connues  de  Tare  5,  on 
peut  à  laide  des  équations  (16),  (17),  (18)  expriíner  pi  par  une 
fonction  finie  de  si ,  ce  qui  revient  à  la  résolution  de  nolre  pro- 
blèine  par  de  simples  qiiadratures. 

Dans   le  plan  lobalschewskien  on  a  des  formules  analogues. 


§  70 

Trajccloires  équidislaniei.  —  La  ligne  Li    du  §  (19,   dans  Div- 

pollièse  T  =  constante —  w,   s'a[)pelle  (injecloire  cquidhlanle  de 
Vor..  V  —  N  "  4  3 


ncy 


L.  Sa  rcclicirlie  pput  ètre  eílVctuée  à  Taide  des  relations 

di\    .     . 
(19)         1  cotpi=- . , 

V       /  '  SIM  m 


cIh        \/tg2p  +  sinS 


m 

sin  2 


que  Ton  déduit  des  équalions  générales  (16),   (17),  (18)  en  y 
intiodiiisant  la  particularisation  'Y  =  m. 

En  éliminant  — -  enlre  Ia  picniière  équatioii  (19)  et  raiilre 
di  ds 


ds  cos-  p  (tg-  p  j-  sm-  m) 

déduisible    par   dérivation    de    la    troisième    équation   (19),    on 
oblient 

cos  m  .  cos^  p  (tg-  p  +  siii-  ?/í)  -j-  sin  ?«  ,  — ?-  Ig'  p    sin  i 

(20)  cotp,=i= . .,-,,•,     /' =i . 

sin  m .  cos-  p  (ig-  p  -f-  sin''  m) 

Qnant  ;i  «1,  la  deuxième  éqiialion  (19)  donne  par  intégralion 


ds  , 


c  étant  une  constani  arl)ilraii"e ;  de  sorte  que  Téqualion  intrin- 
sè(|ue  de  la  trajectoire  Li  est  le  resultai  de  léliniination  de  s 
entre  les  relations  (20),  (21), 

Considéralions  et  calcuis  analogues  dans  le  plan  lobatschews- 
kien. 

§71 

Applicalion  h  la  Ira  Irice.  ■ — Nous  allons  niaintenant  dilerminer 
t équation  intrinsèque  de  la  traclrice  [ligne  aux  tangentes  constantes). 

La  ligne  que  Ton  cherclie  jouit  évideniment  de  la  propriété 
earactéristique    de  posséder  une   trajectoire    equidistante    recti- 

ligne.  —  Si  donc   on  supposc  p;-^-^  dans  Téquation  (20),   on 
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obtient  après  quelques  calculs 

tgp  ,  , 

-^-— — ■ — ",~ 5—  í/o  =  —  cot  ?n  .  í/s  , 

sin-  p  +  sin-  m  .  oos-  p 

d'ou  il  siiit   par  inléj^ralion 

(22)  f  .   ,      ,"•   .    ' ^  =  «-5.cotm 

t/  sin-  p  -j-  sin-  7n  .  cos-  p 

a  étant  iiiic  couslaiilc  arbitrairc. 

Celle   (jiia(b'alurc   peut   clic   círccliit-c   cu  posaiit   úno-^í,  ce 
(pii  clonne  après  cpiel<:[ues  calculs 


sin-  w  +  cos-  7n  .  siii-  p 


p—  2s .  cot  m 


c  étant  une  constante  arbitiaire  autrc  que  a. 

e-    ,.  .  -  .  ,1 

òi   I  on   resout  cclte  equalion   pai'  rapporl  a  .    et   (nie 

cos  p  ' 

Ton  opere  ensuite  dune  façon  semblable  dans  le  plan  lobats- 

cbcwskien,  on  a  le  lliéorèiiie:  La  tvactrice  dont  les  tangentes  ont 

la  longueuv  constante  m,  est  représentée  pai-  l  équation  intrinslque 

(23)  Ig-  p  =  V^c .  e-  -••'  •  '^^^•^ '"  —  siti-  m        (dans  le  p.  r.) 

(23'j  thp==  i/c.e--^foii"»  — sir-7//        (dans  le  p.  1.)- 

c  étant  une  constante  arhilraire. 


§  12 

Problhne  inverse.  —  L  étant  une  trajectoire  equidistante  Wune 
ligne  inconnue  Li,  determinei-  cette  ligue. 

Remarquons  préalablenient  que  conime  Ton  connait  ici  la 
distance  m  entre  les  conples  de  points  correspondanls  des  ligues 
L.  L|,  tout  levieut  a  dcteruiiucr  l'augle  i  sous  Icquel  les  droites 
à  traccr,  coupent  la  ligne  L. 

A  cet  <  ffct  il  suffit  d'avoir  rccours  aux  équalions  (3).  (3')  en 
y  reniplaçant  T  par  la  constante  vi.  On  trouvc  ainsi  que  la  ré- 
solution   du    problèinc   dcpend    de  l'inlégration    des'  équalions 
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diíTíMonliellcs 

tg  m  .  ~ sin  ^  -|-  tg  in  .  cot  p  =  O 

(li 

ih  /«  .  — ;-  —  sin  /-j-  ih  m  .  colh  p  =  O  . 

Cellcs-ci  sont  inlégrahles  pai"  quadrai nros,  aiissilòl  que  Ton 
en  connail  une  iutt-giale  parliculièrc  (voir  le  §  03). 

§  13 

Courbes  paral/èles,  —  Lc  licu  de  rextrémilé  d'un  segment  de 
longucur  conslaiile  m,  pris  sur  les  noiíiiales  successives  d'une 
hgne  plane  L  :i  parlir  de  celle  ligne,  est  une  courbe  Li  que 
Ton  dit  parallele  li  L. 

L'inlervalle  conslant  m  est  la  dulmice  des  deux  lignes  paral- 
lèles. 

II  est  évidenl  que  deiix  courbes  paidllèles  ont  mnne  fléveloppíe. 

Inversement  ileux  développa7iles  L,  Li,  d  une  mtme  ligne  Lo 
sont  des  lignes  pnrolliles. 

En  elíel  si  A,  Âj,  Ao  sont  irois  points  correspondants  des 
lignes  L,  Li,  Lo,  on  a  (§  65) 

p==  AoA  =  c  — 50  ,     pi  =  AoÂi  =  c'  — so 

et  conséquemment 

A  Al  =  pi  —  p  =  t'  —  c  =  constante, 

ce  qui  démontrc  que  L,  Li  sont  deux  courbes  parallèles. 

Si  AqAAi,  BqBBi  sont  deux  nornialcs  consécutives  conimunes 
aux  lignes  L,  Li,  et  r/s,,  Tangle  de  contingence  de  Lq,  on  a  les 
relations 

ds  =  AB  =  sin  p  .  c/sq,     dst  =  AiBi  =  sin  pi  .  í/s,^  =;  sin  (p  -{-  m)  .  dz^  , 

d'oCi  il  suit 

sin  (p  +  m) 

dsi  = 1 .  ds  . 

sin  p 

En  opérant  d'une  façon  analogue  dans  le  plan  lobatschews- 
kien,  on  a  le  théorème :  Ln  courbe  parallele  a  la  ligne  p  =  p  (5) 
el  dislanl  ni  de  celle-ci,  e^l  dífhiie  pai'  l'icjuulion  mlrinslque  résul- 
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lant  de  U eliminai ion  de  s  enlie  les  deux  èquations 

Ip,  ^  p  -|-  Wí  , 
/»sin(p  +  m)  ,    •        r  ,   (^anslcp.  r.) 

5l  =  C-^-  I  r aS=C-]-S.COS7«-T-Sinw/C()t  p.fA- 
4/       sinp  •         * 

Ipi  =  P  4- "' , 
,    r.sh(p+m)  ,         ,       ,       ,    ,       .      ,       ,   (dau«lop.  1.) 
J       snp  j  \ 

ou  c  est  une  conslanl  avhitraii  e. 

Applicafion.  —  Determinei-  deux  couihe:^  parcdlclc^^,  sac/ianl  <jue 
leurs  ares  sont  lies  enlre  eux  par  une  relalion  connue 

(25)  *-i=X(,v). 

En  éliminant  S{  entre  les  équations  (2i),  (25),  on  trouve 

X'  (.?)  =  cos  m  -p  sin  m  .  cot  p  , 
d'oíi  il  suit 

sin  m 


tgP 


V  (s)  —  cos 


La  ligne  L  est  ainsi  déteiininée.  —  Quant  à  Li,  son  équation 

intrinsèqne  est  le  resultai  de  réliniination  de  í  entre  la  relalion 

(25)  et  Taiitre 

sin  ?n        1 

pi  =  are  to;    — — . 

^  "^  .X'(s)-coswJ 

§  74 

Ligues  riemanniennes  polaires.  —  Les  pòles  des  tangentes  d'une 
ligne  rieniannienne  quelcoiujue  L  sont  placés,  en  general,  sur 
une  autre  ligne  L|  aj)j)elée  la  polaire  de  L. 

Si  (A,  Al),  (B,  Ri),  (C,  Cl),...  sont  des  couples  de  points 
correspondants  des  lignes  L,  L|,  on  a 

AAi-BBi-CC- -|-, 

ce  qui  déniontre  i\\\une  lignc  plane  quelconque  et  sa  polaire  sont 
des  courbes  paralleles,  donl  la  dislance  est  -^ . 
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11  s'ensuit  que  si  Li  est  la  polaire  d' une  ligne  L,  celle-ci  est  tn- 
ver^emetit  la  polaire  cie  Lj. 

En  siipposant  ///  =  ^y,  les  équalions  (21)  levieiínent  aux  aulres 

(26)  pi  z=  p  -f  -^  ,     Si  =-  c  +/ cot  p  .  (Is  . 


Ce  sont  les  formules  relalives  aux  ligues  polaires  rieman- 
niennes. 

La  ihéorie  des  figures  polaires  sur  les  deux  plans  non-eucli- 
diens  (dout  Tétude  serait  íacilitée  par  liutroductiou  de  couve- 
uables  systèuies  de  coordoiiuées,  autres  (|ue  ceux  (|ue  Ton  vient 
d'exposer)  préseule,  daus  son  allure  générale,  bien  d'analogies 
avec  la  correspondanle  ihéorie  du  plan  euclidien.  —  Elle  a 
uième  portée,  nièuic  iuipoilance  dans  les  trois  géoniétries. 

Le  príncipe  de  dualité,  cetle  précieuse  niélhode  de  multipli- 
calion  des  vérités  géouiétriques,  en  est  uíie  conséquence  ininié- 
diate. 

Dans  rinipossibilitc  ou  nous  sonimcs  d'insister  davanlage  sur 
ce  point  inléressant,  nous  nous  bornons  à  ra[)peler  ici  cette 
propriété:  Si  de  deux  figures  polaires  (enclidie?i7ies  ou  non),  l'une 
est  une  co7iique  considírée  conmie  un  lieu  de  points  (^pôles),  Vauire 
est  une  conique  considérce  comme  une  enveloppe  de  droiles  {polaires^. 

Exemples. —  1"  On  trouve  par  Tapplication  des  formules  (26), 
que  la  polaire  de  la  ligne 

tgp  =  a5    ^ 

(a    étant  une  conslanle)   est   la   courhe   répresenlée  par   Vcqualion 
intrinsique 


2°  Daíis  riivpoihcsc  cjue  L  soit  une  spirale  isogonale,  on  a 
(§  40) 

^^^'^  =  TiT7y^^'^-^"'"'^^' 

et  les  équalions  (2())  revicnnent  aux  autres 

cot  pi  = : — -  .  to;  is  cos  fii) ,     sk^  c  4- 1"  6  .  io"-  sin  is  cos  6) . 
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En  eliminam  ,<  enlre  ces  équations,  on  obtient 

(27)  iorp  =  _sin6  v/^('--si)coití_  I  ^ 

Or  si  Ton  remarque  (|u  a  cause  de  l'arbitrariélé  de  la  cons- 
tante c,  on  peut  íaire  en  sorle  que  Téqualion  (27)  coincide  avec 
Téqualion  (23)  du  §  7  1,  on  a  le  théorème:  Ln  courbe  polaire 
d'une  spirale  isoi^onale  esl  une  tiactrice. 

§  "^'^ 

Le  principe  de  dualilé  sur  les  plans  non-euclidiens  a  une 
importance  três  j^rande  d'un  autre  point  de  vuc,  car  il  se/t  h 
réduire,  en  bien  de  cas,  un  problènie  de  géoviétrie  uifinitésimale  à 
Mn  autre  problhne  (en  générah  plus  facile)  de  géoinétrie  finie. 

Si   Oi,   O^,   O3,  .  .  .    sont  des  points  fixes  [pôles)   pris  sur  Ic 
plan  d'une  li^ne  riemannienne  L,  et  p\,  p±,  m,  .  .  .   les  perpen- 
diculaires  OiPi,  0-2^2,  O3P3,  •  •  •   abaissées  de  ces  points  sur  la 
tangente  généiique  t,  elles  vont 
passer   par    méme    point    Q,    le 
pòle  de  t.    En  efiectuant   celte 
construction  a  chaque  posilion 
de  la  tangente  variable  /,  on  a 
une  infinité  de  points  tel  que  Í2, 
dont   le  lieu  est  la  conrbe   po- 
laire de  L. 

Or  si,  dans  la  position  géné- 
rique  de  il,  on  pose 

Oi2=Ri,  0-2Íi=R2,  03l>=R3,... 
il  resulte  évidemment 


/'i  =  Y-Bi,     /^2-2-R2,     P3=- 2-*''^"-- 

On  a  donc  ce  principe:   Si  la  tangente  a  chaque  point  d^une 
ligue  L  jouit  de  la  propriíté  exprimée  par  lêquation 

«p(/'l,  p-,  p3,.^.)  =  0, 

pour  la  ligne  Li,  polaire  de  L,  esl  vérifue  la  relation 

?(|— Bi^       |-B-2>       |--R3,...)==0. 

El  vice  versa. 


9ií9 


Jpplicaliom. —  V    Si   poiír   une    lií;ne    L   rapporlée    a    deux 
pòles  Oi,  0-2  subsislc  runc  cies  relations 

(28)  ;„+/>2  =  ,« 

(29)  sin^i  4-sin^2  =  w. , 


m 


étaut  une  constante,  pour  la  courlje  Li   on  a  respeclivenient 


(28')  Ri  +  Ra-x— /« 

(29')  cosRicosR2  =  w?. 

L'équation  (28')  définit  évidemment  une  ellipse  Li  ayant  les 
loyers  aux  poinls  Oi,  O?. 

Quant  ;i  réqualion  (29'),  si  Ton  pose  Torigine  dcs  coordonnées 
polaires  (R.  co)  au  niilicu  O  du  segment  O1O2  —  2c,  on  trouve 
pour  tqualion  de  Ia  courbc  polaiie  Lj 

COS-  R  .  cos-  c  —  sui-  R  siií-  c  .  cos-  (o  =  ni- . 

En  la   réduisant  aux  coordonnées  ç,  -q  a  Taide  des  relations 


^^  lgít'=  tgR.  cosco,    r,  =- tgy  =  tg  R  .  sin  to,    i/^- -f- vj- ==  tg- R  , 
on  oblient,  Téquation 

(??í^  -|-  sin-  c)  z}  -j-  ni^  r^  =  cos^  c  —  m^  , 

qui  définit  une  ellipse  de  foyers  Oi,  O2. 

Mais  comme  la  courbe  polaire  d'une  ellipse  est  une  autre 
ellipse  de  mème  fover  (§74)  on  conclut  cpie :  La  ligne  rieman- 
nienne  a  deux  pôles  reprcsenlíe  par  une  des  équalions  (28),  (29), 
est  une  ellipse  ayanl  les  foyers  en  ces  pôles. 

2°  Dans  Télude  des  lignes  planes  par  la  méihode  que  Ton 
vient  d'indiquer,  il  csl  souvenl  utile  Temploi  des  formules  con- 
nues  {%  32j 

sin  R.  í/R  ^        ,    d\\ 

tg  p  —  y—. ,  cos  O  —  +  r~ 

'  í/  sin  p  as 

définissant  le  rayon  tie  courbure  p  et  ]'inclinaison  d  du   rayon 
vecleur  R  sui*  la  ligue. 

Si  l'on  veut  par  exemple  éludier  la  lií^ne  (29)  en  suivant  ce 
prí)cédé,   on   reuiarquera   dabord  que  Ton  a  ici  pour  tg  p   les 
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deu 


x  expressions 


tgp 


sinl\ií/H|        sinHaí^/Hâ 


d  sin 


d'ou  lon  déduit 


IH 


j  .             sin  R|  dK{  ,  . 

asm  Pi  = ,     r/siii/)-2 


d  úi\  pi 

sin  R-T</R- 


Hl  Dl 

et  réqualion  dillérentielle 

d  sin  pi        ds'ii\p2 
sin^>i  sinyj^ 

tirée  de  la  relation  (29)  donne  successivement 

sin  Ri  «'Ri     ,     sin  R2  r/R-,  r/R|     ,      r/R^ 


sinpi 


Sm  Oi  SHl  72 


O, 


cos  dl  ds    ,    cos  6'-)  ds       ^  ,         ,        , 

+ r-^—  =  O  ,        tff  Ôi  =  +  tff  Ô2  . 


sni  01  sin  (72 

Cette  relation  angulaire  équivaut  évidemment  ;i  Tautre 

cos  61  =  dl  cos  62  , 
r/Ri  +  fl'R2  =  O 


ee  qui  donne 

et  cnfin  par  inlégration 


Ri±  R2  =  const. 


On  tombe  ainsi  sur  Téquation  d'une  conique,   ce  qui  devait 
bien  arriver. 

§  "Í6 

Liames  langendelles.  —  Si  sur  les   taugcnles  succcssivos  d'unc 
ligne  plane  L,   et  ;i   partir  du  point    de  contact,   on  prcnd  un 

segment  de  longueur  conslaulc  — -,    Ia 

ligne    Li    que    Ton    oblient    8'appeile 
courhe  tcuigeiítielle  de  L. 

Construisons  la  développée  Í.2  de  la 
ligne  L,  et  soicnt  A,  Ai,  A2  Irois  point s  ^ 
correspondanls  des  lignes  I>,  L|,  1,2. 
Couuue  le  point  Ai  est  le  pòle  de  la 
droite  AA2,  tangente  à  la  courbe  L2 
en  A2,  on  a  que  la  lij^ne  tangenlielle  Li 


Fií 


234 


et  la  dtveloppce  h>  d' une  nume  ligne  plane  L,  ?>ont  deux  courbes 
polaires. 

Or  pour  h  ligue  L^  développre  de  L,  et  pour  la  ligne  Li  po- 
iaire  de  L2  on  a  respeclivemenl  les  formules  (§§  Õ7-7i)- 

r/p 

tgp.==-sinp.-^,     5.>  =  -p 

pi  =  p-2  -f  Y  ,       íi  =  /cot  p-2  dsi  . 

Si  donc  ou  elimine  d'ici  le  paramètre  s-i,  on  oblient 

r/p  />   ds 


ao  p   rís 

(30)  cotp,  =  smp.----,     s,=J^^ 


Ce  sont  les  équations  relalives  a  la  tangentielle  d'une  ligne 
riemannienne. 

Dans  le  plan  lobatschewskien  on  a  des  équations  analogues. 

Applications. —  1°  Si  p  est  conslant,  la  première  relation  (30) 
donne 

cot  pi  =  O  ,     et     pi  =  — 

ce  qui  démontre  que  la  tangentielle  d'un  cercle  riemannien  est  une 
droite,  et  vice  versa. 

2°  Quand  la  ligne  L  est  une  développante  de  cercle  de 
rayon  r,  on  a  (§  65) 

cos  p  =  —  sA^r , 
et  conséquemment 

ds  ^T_/2tgí!,.  • 

Ainsi  la  première  cquatiím  (30)  donne 

cot  pi  =  tg  r  , 
doii  il  suit 

Cela  démontie  (]ue  la  développante  de  cercle  riemannienne  jouit 
de  la  propriclé  caradéristique  que  sa  ligne  tangentielle  est  un  cercle. 
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Lignes  conjuguées  suivant  une  relalion  veclorielle.  —  Supposons 
que  les  lignes  L,  Li  se  coiresponílenl  point  par  point  de  façon, 
que  deux  points  correspondanls  (juelconqucs  soient  loujours 
sur  une  droite  passant  par  le  pule,  et  que  les  rayons  vecteurs 
correspondanls  soient  lies  entre  eux  par  Ia  relalion 

(31)  Rl=^F(R). 

Si  OAAi,  OBBi  sont  deux  rayons  vecteurs  infininienl  rap- 
prochés,  dans  riivpothèse  du  plan  rieniannicn  on  a  les  rela- 
tions  (§  23) 


AB  =  r/5  =  v/</R2  4-sin2K.í/(o2,     AiBi  =f/si  =  vVRr^  +  sin2Ri  .</co2, 

d'oú  il  suit 

,_-  íA2_^R2  sin^-íR 

yòL) 


ch(^  —  d\\^^        sin«Ri  * 


En    eliminam    enfin    R|    entre   les    équalions    (31),    (32),    on 
obtient  par  inlégration 


,ooN  ,    r/d -R'-j.sin-^F(R)  +  sin2R.F'2(R).R'-^    , 

(33)  5i  =  c-f- '- — \-^ ^^ .ds , 

J  sinR 

c  étant  une  constante  arbilraire. 

En  concluant :  La  ligne  conjuguée  a  la  courbe 

(34)  R=^R(s) 

mivant  la  relalion  généricjue  (31),  est  représenlée  (en  coordonnces 
radiales)  pai'  Vcqualion  résultant  de  l' elimina tion  de  s  enlre  les 
équalions  (33)  el  (34). 

Pour  les  lignes  lobatschewskiennes  subsislent  des  formules 
analogues. 

§  78 

Conchoides.  —  Une  conctioide  Li  dune  ligne  L  s'obtient  en 
allongeant  ou  en  accourçant  d'une  quantité  constante  les  ravons 
vecteurs  de  la  ligne  issus  d'un  point  íixe, 

Comme  les  layons  vecteurs  R,  Rj,  des  lignes  L,  Lj  sont  lies 
par  la  relation  R|=R  — m,  m  étant  une  constante  (positive  ou 
negative),  les  formules  du  §  17  nous   apprennent  c\uune  con- 
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ckoule  qutlconque  de  la  li^ne  (34)  esl  dffiníe  (en  coordonnées  ra- 
diales)  par  Uiqualion  rísultant  de  V ilimination  de  s  enire  les 
cqualions 


(35)     Ri  =  K(5)  +  ;n,  5i=c+/ 


V(l-R'2)sin2(R+W2)+R'2sin2R 

;     —  — .  as. 

sin  R 


En  reinaiíjuant  que  les  lignes  L,  Li  sont  représentables,  en 
coordonnées  polaires,  par  des  équations  de  la  forme 

R  =  /-(co),     R,=/-(to)4-«/, 

leurs  sous-norniales  polaires  vérificnt  la  relation  (§  34) 

tgS„  =  tgS,„=f(o.), 
d'oíi  il  suit 

On  conclui  tlici  í\\xune  ligne  plane  arhilraire  (euclidienne  ou 
7i07iJ  et  l'une  qiielconque  de  ses  conchdides,  ont  même  sous-normale 
polaire. 

Conchoide  de  JSicomcde  (conchoide  d'une  droite).  —  En  remar- 
quant  que  la  droite  est  repi"ésenlée  par  une  des  équations 

tfi; « 
tg  R  =  —^ —  ,     cos  K  =  cos  a .  cos  s  , 
sin  to 

ou  a  esl  une  constante,  il  resulte  des  formules  precedentes  que 
la  concoide  de  Nicomède  esl  défmie  par  l  équalion  polaire 

tg^(R +  .;.)-    '^^ 


sm  (O 

ou  hien  par  les  deux  équations  paramttriques 
Rj  =  are .  cos  (cos  a  cos s)  -\-  m 


\s,  =  c  +  f 


V  sin-a(eosm^/l — cos-a.cos'-s-t-sinmcosa.coss)--|-cos-asin~s(l — cos-a.cos^*) 

1  —  cos-a.cos-s 

Dans  le  plan  lobatscliewskien  on  a  des  resultais  analogues. 

Podaires.  —  La  podaire  d'une  ligne  L  par  rapport  au  pòle  O, 
est  la  ligne  L;  lieu  des  pieds  des  pcrpendiculaires  abaissées  du 
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poinl  O  sur  los  tangentes  siiccessivcs  (k-  l..  —  I.a  lijjnc  li  s'a|)- 
pclle     inverscinciit     Vantipo- 
daire  de  L|. 

Le  pòle  élant  ;i  i'()rigÍMe, 
soient  Ox\  =  R,  OAi  =  Ui 
deux  rayons  vecteurs  cor- 
respondants  de  la  ligne  L  el 
de  sa  poílaire  L|,  u  I  an^^le 
de  ces  vecteui\s,  T  la  dis- 
tance  entre  les  poinls  cor- 
respondants  des  deux  cour- 
bes,  et  b  rinclinaison  du 
vecteur  W  sur  I^.  —  En  sup- 
posaiit  cpie  le  plan   soit   rie 


Fig.  33 
nianieii,  le  triangie  rectangle  OAiA  donne  les  éíjuations 


cos  R. 

sin  Rj  =  sin  R.  siu  Ô  ,      cos  T  = 7^— ,     sui  w 


-iuT 


cos  Ri 


sin  R 


qui,  en  verlu  de  la  relation 


sin  6  =  1/ 


reviennent  aux  autres 


(3G)     sin 


(37)    sinT: 


,,nyy_ 

sinR 

\ds  1 

V 

es 

1/1  ('^^y 

sin2  R 

V  ^""W/J  - 

v/--+(v!)^ 

sin  R 


^R 


sinR 


c/K 

(/iÚ 


y/cWH  +  sinn((^^)' 


(38)    siiiu 


f/R 


sin2Rcos2R+(^ 
\  as 

dR 

dm 


y/c„sni  +  .i,>n^(:í^)-^     y/si„^Reos'R+(f)' 
Ces  formules  suffisenl  poui'  la  délennination  de  la  podaire. 


En  eíTet  si 

(39)  R  =  /"H 

est  Téquation  polaire  de  la  ligne  L,  en  remarquant  que  (ot=w  +  (o, 
on  conclut  que  réquation  cie  la  podaire  Li  est  le  résultat  de  Véli- 
mination  de  to  entre  les  cqualions 

smRi=  '^   ^ 


(40)  / 

j  sin  /"(co) .  cos  /  (oi) .  cos  o)  —  f  (od)  .  sin  to 

fcOS  (01  = „  — 

v/sin*  /"(to)  .  cos-  /\(oj  +  p  (oj) 

L*équation  (17)  du  §  69  donne  par  inlégration 


1+^)   tg^-p  +  sin^T 


(41)  sj  =    1 .í/s+consl.^ 

^     ^  t/  igp 

Or  si  Ton  définit  la  ligue  L  par  Téqualion 

(42)  R  =  R(í) 

eu  coordouuées  radiales,  les  quanlilés  T  et  p  [eu  vertu  respe- 
clivenient  de  la  prcuiière  écjuation  (37),  el  de  réqualiou  (32) 
du  §  32]  résulleut  des  fonclious  counues  de  s. 

II  suffit  alors  d'éliuiiner  s  eutre  les  relalious  (36)  et  (41),  pour 
avoir  réqualiou  de  la  podaire  Li  en  coordouuées  radiales  (H|,  s\). 

Remarque.  —  Du  moiueut  que  T  est  a  regarder  couiiue  une 
foncliou  couuue  de  s,  dans  la  leclierche  de  la  podaire  Li  on 
peul  aussi  euiployer  la  mélhode  que  1  on  vient  d'e\pliquer  au 
§  69. 

§80 

Anlipodaires. — La  podaire  Li  d'une  ligne  L  (inconnue)  soit 
défiuie  par  léquation 

\^,  =  W^{si) 

en  coordouuées  radiales, 

La  coustructiou  ^rnphiqíie  de  rautij)odaire  L  se  réduit  évi- 
deuiiucnt  ii  élever  les  ])erpendicuiaires  /•  aux  rayous  vecteurs 
eu  Icurs  exlréinilés,  Lcuvcloppe  de  ces  droiles  r  est  la  ligne 
cherchée. 
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Or  coiiinie  le  rayon  vefteur  Ui  coupc  la  Iii,'ne  Li  sous  Tang^le  6i 
defini  par  Téqualion 

cos  &1  =  — , , 

en  désigiiant  par  /  i'inclinaison  de   la  droile  /•  sur  la  ligue  Lj, 
on  a 


sin  i 


IH 


Une  fois  que  Tangle  i  est  déleruiiné  eu  fonclion  de  Tare  Si 
de  la  ligue  Lj,  leuveloppe  L  des  droites  i  peul  ètre  déterniinée 
par  la  uiélhode  du  §  61. 

§  81 

Si  Ton  rappelle  les  propriétés  foudanieutales  de  la  représen- 
tation  des  piaus  uou-euclidieus  sur  le  piau  euclidieu  (§§  15-16), 
on  a  le  ihéorèuie :  U7ie  ligne  plane  quelconque  L  et  sa  podaii  e  Li 
par  rapport  a  1'oiigine,  ont  pour  wiage  une  ligne  L'  el  sa  po- 
daire  L'i  par  rapport  h  1'origuie.  Et  réciproquement. 

A  Taide  de  ce  ihéorèuie  Télude  des  podaires  et  des  auli- 
podaires  nou-euclidieuues  est  rauienée  a  i'élude  aualogue  sur 
le  piau  euclidieu. 

Exemples. —  1"  Soit  L  une  ligue  uon-euclidieuue,  Li  sa  po- 
daire  par  rapport  à  lorigine  O,  et  L-i  la  podaire  de  Li  (deu- 
xième  podaire  de  L). 

Eu  íaisant  la  représeutation  de  la  figure  sur  Ic  piau  euclidieu, 
on  obtient  une  ceiUaine  ligue  L'  et  ses  deux  jjodaires  succes- 
sives  L'i,  L^2.  Si  Ton  designe  par  A,  Aj,  Aa  irois  poitUs  cor- 
respondauls  des  lig;nes  L,  Lj,  La,  leurs  images  A',  A'i,  A'-2  sont 
trois  poinls  correspondants  des  ligues  L,  L'i,  L'-2, 

Or  en  vertu  d'une  propriété  connue  des  podaires  successives 
d'une  ligne  euclidienue,  ou  a 

A'Ò'A'i==A'iÔ'A'2. 

Mais  couinie  la  représeutation  conserve  les  angles  dont  le 
sommet  est  à  Torigiue  (§  16)  on  a  aussi  AÒA)  =  AiOA^.  Cela 
démonlie  que  quelle  que  soit  la  nalure  du  plan,  le  rayon  vecleur 
de  la  première  podaire  d'une  ligne  quelconque  est  la  bisectrice  de 
V angle  forme  par  les  rayons  vecleurs  correspondants  de  la  ligne 
primitive  et  de  sa  devxieme  podaire. 

2°  Jntipodaire  d'une  droite, — Eu  faisant  la  représenlation  du 


•>iO 


plan  non-euclidien  sur  le  plan  eiiclidien,  l'iinage  de  la  ligne 
cherchée  est  une  ligne  donl  la  p^daire,  par  rapport  au  pòle  Oi, 
est  une  droite.  Elle  est  donc  une  parabole  ayant  le  foyer  en  Oi, 
et  conséqueminent  tanlipodairc  de  la  droite  est  une  conique  donl 
un  des  foyers  est  a  V origine. 

§82 

Roulelles.  —  Soient  L  et  L|  deux  lignes  décrites  sur  les  plans 
superposés  II  et  111,  le  premier  fixe  et  le  deuxième  mobile  sous 
ces  conditions  : 

1°  qu'il  reste  toujours  superposé  à  II; 

2°  que  la  ligne  Li  de  II|  roule  sans  glisser  sur  la  ligne  L 
de  11,  en  i-eslant  toujours  tangente  ;i  cette  ligne. 

Le  monvenient  du  plan  Ri  est  ainsi  détei-niiné. 

On  demande  d'abord  de  dltenniner  la  trajecloire  L^^  (roulette) 
décrite,  sur  le  plan  fijce  II,  par  un  point  quelconque  Aq  du  plan 
mobile  \\\. 

Soient:  ds^^  larc  élémentaire  de  la  trajectoire  Lq,  ds  Tare  élé- 
mentaire  comniun  des  lignes  L,  Lj  (superposables  Tune  à  Tautre 
pendant  le  mouvement),  p  et  pi  les  rayons  de  courbure  de  ces 
lignes  et  R|  le  rayon  vecleur  joignant  le  point  genérateur  Aq  à 
un  point  arbili'aire  de  Li. 

Pour  la  détermination  de  la  ligne  fixe  L,  on  fera  usage  des 
coordonnées  intrinsèques  •,  cela  équivaut  à  considérer  le  rayon 
de  courbure  p  comme  une  fonction  connue  de  1'arc  s. 

Quant  a  la  ligne  mobile  Li,  nous  la  définirons  par  une  équation 

(43)  Ri  =  /•(*•) 

en  coordonnées  radiales.  Mais  si  Ton  devi'a  considérer  son  rayon 
de  courbure  pi,,  on  rappelera  quil  est  donné  (dans  le  plan  rie- 
mannien)  par  la  relation  (§  32) 


(^''^  '-  ^''  =  (l-RacosUi-R.'^mR>   ^  ^  ^^^ ' 

F  (.ç)  désignant  une  fonction  connue  de  l'arc  s. 

Nous  regarderons  eníin  les  lignes  L,  L|  comme  des  polygônes 
à  còtés  iniiniment  j^etits  et  égaux  deux  à  deux;  en  cliacun  de 
ces  polygônes  Tangie  extéricur-  de  deux  còtés  consécutifs  est  à 
considérer,  à  la  limite,  comme  Tangle  de  coniingence  de  la 
ligne  correspondanle. 

Cela    pose,    siipposons    que    les    deux    polygônes    à    Tinslant 
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initial    soient   ;t   contact   le   long   de   rélémeni    infinllésimal  MA 

apparlenanl  "a  une  cerlaine  droite  l^ 

que  Toa  peut  re^arder  eomnie  une 

tanj^ente    couinuine    aux    deux     li- 

gnes. 

Le  mouvement  de  la  figure  mo- 
bile ii  rinstant  successif  équivaut  ;i 
une  rotation  iníiniment  pelite  autour 
du  point  A,  cn  verlu  de  laquelle 
1'éléinenl  AB;  de  la  ligne  mobile  va 
eoineidir  avcc  réiément  AB  de  la 
ligne  fixe.  Fig.  34 

Pendant  celle  rotation  le  point  générateur  A^  décrit  un  are 
circulaire  infiniment  pelit  A(,Bq  de  centre  A.  L'angle  A^^ARq  dé- 
crit par  le  vecteur  AAq  est  égal  \\  Tangle  BABi,  qui  à  son  tour 
est  égal  à  la  somine  (ou  à  la  diflérence)  des  angles  de  contin- 
gence  </c,  r/si  des  lignes  L,  I4  aux  points  B,  B|. —  Nous  avons  donc 

AqBq  =  (h^^  =  ((/z  +  (hl)  sin  Ri  =  (cot  o  +  cot  oi)  sin  Ri .  f/.s- , 


et  conséquemment 


c/s 


(cot  rj  +  col  pi) .  sin  Ri . 


Si  Ton  rappelle  les  équations  (43),  (44),  on  déduit  d'ici  par 
intégration 

(46)  *^"=^/H'^=^  riiy]  -^i"  AO.^A-, 

de  sorte  que  Tare  s^  de  la  trajectoire  L^  est  exprime  en  fonction 
de  Tare  s  de  la  ligne  fixe. 

Piolongeons  maintenant  la  normale  A^A  de  la  trajectoire  Lo 
jusqu'au  centre  de  courburc  O. 

Comme  le  rayon  vecteur  AqA  =  R|  coupe  la  ligne  Li  (et  con- 
séquemment L)  au  point  A  sous  Tangle  6  tel  que 


cos  6 


dKi 


ds    ' 


on  oblient  par  Tapplication  de  la  formule  (3)  du  §  Gl 

sin  6 


tg  AO  = 


cotH+^^- 


VOL.  V N."  4 


112 
c*està-dire 

F  (s)  V  \   c/s    I  í/s'2 

X(5)  étant  une  fonction  connue  de  Tare  5. 

Si  Ton  designe  enfin  par  rj^  le  rayon  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire  Lq,  en  remanquant  que 

on  a  la  luruiule 

\^  fis)  +  'k  (s) 


i-igr«->^(^) 


L'élimination  de  .«  entre  les  équations  (46),  (4o)  conduit  ii 
une  lelalion  finie  et  connue  entre  pQ  et  Sq,  ce  qui  définit  coni- 
plèleuient  la  rouletie  L^  (§  43). 

Cette  analyse,  à  peu  de  inodifications  prés,  peut  ètre  étendue 
au  plan  lobatschewskien. 

§  83 

En  se  rapportant  à  la  figure  du  §  82,  les  secteurs  infiniment 
petits  GApÈp.  OAB  peuvent  èti-e  consideres  conime  des  trian- 
gles. 

Or  conime  (en  négligeant  des  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur)  on  peut  prendre 

sin  ÂqBq  =  A„  B„  ,     sin  AB  =  AB  . 

on  déduit  de  ccs  triangles : 

i  •    /»A^N       AB.sinA            sind.ds 
f  sm  (AOB)  =  — .     „  ■      =  -V— g^ , 

\       ^         '        sm  OA  sm  (p^  —  Ri) 

les  lettres  avant  mème  signification  qu'auparavant. 

ds 
Si  Ton  elimine  —7^  entre  Téqualion  (i5)  et  Tautre 
ds 

dsn  sinpn  .    ^ 

^     ^  ds        sin(po  — Ri) 


■l\:\ 


que   l'on   derive   en   égalant   los   deuxièmes   membres  des  for- 
mules (49),  on  trouve 

,,  ,,  **inpo  /  I  N  siri  Ri 

(51)  -^— — í:^-—- =  (cot  p  4- cot  pi)     .    ,-. 

Cette  relation  reuiarquable  entre  les  rayons  de  courbure 
p,  pi,  Po  ^^^  ligues  L,  Li,  Lq,  le  rayon  vecleur  Ri  de  la  ligue 
mobile  Li  et  sou  iucliuaisou  6  sur  la  ligue,  est  susceptible  din- 
téressautes  applications  dans  les  queslious  qui  se  rattacheut  a 
la  tbéorie  des  roulettes. 

A  la  relatiou  (õl),  valabie  daus  le  piau  riemaiuncu,  íait  peu- 
daut  uue  autre  relatiou  aualogue,  aiséuieut  déuioutrable,  du 
piau  lobatschewskieu. 

§84 

Jpplications. —  l**  Cousidérous  la  cycloide,  c'est-ii-dire  la  Ira- 
jectoire  décrile  par  uu  poiut  d'uu  cercle  iuvariable  (de  rayou  ;) 
qui  roule,  saus  glisser,  sur  uue  droite  fixe  (base). 


(52) 


En  ayant  ici  cotp  =  0,  l'équalion  (51)  revient  à  Tautre 
sin  Pq  cot/.sinRi 


siu  (Pq  —  Ri)  siu  6 


Or  si  du  centre  O  du  cercle,  considere  a  Tune  quelconque 
de  ses  positious,  on  abaisse  la  perpendiculaire  OP  sur  le  rayon 
vecteur  AoA  =  Ri,   le  iriaugle  rectangle  OAP  douue  la  relation 

tgPA  =  tgOA.cos(OÂP), 


^i-l 


c'est-à-dire 
(53) 


to* 


m- 


[g  /-.siii  d 


cot?- 


sin 


6 


cot/- 


L'éliniination  du  rapport  -  . — ~  entre  les  équations  (52),  (53) 
conduit  à  la  formule  *"^ " 


sin  Ri 


s"MOo-Í^O       i^,/M 


2  cos- 


1  -(-  cos 


d'oú  après  quelques  calculs 


(54) 
et  enfin 

(55) 


•gPo 


(1  ^-cosR,)«'nFii 
I  —  cos  K|  -^  cos-  Ri  ' 


\g  {Oq  —  Ri)  =  sin  Ri . 


Telle  formule,  remarquable  pour  sa  simplicité,  fournit  cette 
construction  du  centre  de  couibure  ;i  un  point  quelconque  Aq 
de  la  cycloide:  Joignons  Ao  au  point  A,  oú  le  cercle  gtiúraleur 
touche  la  base  de  la  cycloide. 

Aux  exlrémités  Ao,  A  du  segmeni  AqA  construisons  respectíve- 
ment  un  anule  de  4õ°  et  un  ans:le  droit,  en  prolons:eant  leurs  deu- 
xièmes  côtés  jusquh  leur  r  encontre  au  point  B.  Por  tons  enfin,  sur 
le  prolongenienl  de  AqA,  le  segment  AC  =  An;  le  point  C  est  le 
centre  de  couibure  cherché. 

2°  Trouver  la  ligue  plane  clont  le  rayon  de  courhure  est  double 
du  segment  de  nonnale,  compris  entre  la  courbe  et  u?ie  droite  fixe. 

Regardons  la  ligue  clierchée  comme  une  roulette  Lu  engen- 
drée  par  un  point  Ao  lié  invariablcment  \\  une  ceitaine  ligne 
(it\connuej  Li,   qui  roule  sans  glissement  sur  la  droite  fixe  L. 

Daus  cetle  hypothèse  ou  peut 
employer  réquãtion  (51)  pourvu 

que  ron  y  fasse  p  =  ^ ,  p^  =  2p, 

0|^  —  Ri  =  p.  II  resulte  ainsi 


sin  2  Ri 
sin  Ri 


Fig.  36 


=  cot  pi 


sin  Ri 
cot  pi  — ^— ^- 
'      sm  p 

sin^  Ri 


sui 


P 
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p  désignant  la  distance  dii  puint  Ao  aiix  tanj,^entes  íle  la  liync 
mobile  L|. 
La  relation 

siii^  \\i 
*^  ^'^  ^  Tcos  RiTsiir/T  ' 

(jue  ron  tire  d'ici,  conipaiée  ;t  réquation  générale  (31)  du  §  32, 
donne 

2  cos  Ri .  </Ri        d  sin  p 

sin  Ri  sin^ 

Telle   est  Téquation    difrérentielle    de    la  ligne    mobile.  —  Or 
comme  lon  déduit  d'ici  par  integra tion 

(56)  sin^  =  í.  sin- Ri  , 

c  élant  une  constante  arbilrairc,  il  snfYit  d'appliquer  les  for- 
mules du  §  ÍG  ])()ur  voir  que  /a  (ii^ne  mobile  Li  ei<t  représe7itée 
(eji  cooir/onnres  radiale$)  par  Itqualion 

J   \/  \  —  c-  sin-  Ri 

5q  élant  une  constante  arbitraire. 

En  remarquant  que  sinp  =  sin  Rj  .sin  6,  la  relation  (56)  donne 

sin  6  =  c  .  sin  Ri ; 

de  sorte  que  si  Ton  a  recours  aux  formules  du  §  i4,  on  trouve 
que  /a  ligne  mobile  Lj  est  représenti'e  par  1'équation  polaire 

J  i/l— c-sin"^R, 


íOq  étaiit  une  constante  arhitraire. 

Une  fois  que  la  ligne  mobile  Li  a  été  déterminée,  la  ligne  L,^ 
engendrée  par  le  pòle  dans  le  roulement  de  L|  sur  la  droite, 
résout  notre  problème. 

La  comparaison  des  équations  (57),  (58)  démontre  que  la 
ligne  L|  que  Von  vienl  cie  clitenniner  jouit  de  la  remarquable  pro- 
priílé  que  l'angle  polaire  est  une  fonctio7i  liniaire  de  Vare. 

Dans  cette  ligne  beaucoup  de  probièmes,  tel  que  celui  de  la 
bisection  ou  de  la  mulliplication  d'un  are  quelconque,  sont  ra- 
menés  aux  probièmes  correspondants  sur  un  angie. 
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Dans  le  eas  partlculicr  r=  1  la  ligne  Li  est  définie  par  une 
des  équations 

Z°  Un  poinl  Ur  invariahlement  a  une  li gne  plane  Li  (inconnue), 
qui  roule  sur  un  cercle  donné  {(le  rayon  r),  engendre  une  droile. 
Trouver  la  ligne  mobile  V.\. 

En  ayant  ici  p  =  r,  p^  =  ^  ,  p^  — Ri=r  ^  — Hi,  réqualion  (5  1) 
revient  a  l'autre 

sino  ,  siiiw 

cot  pi  =  cot  r  +  -^— -=  cot  r  -p       ,    —- ; 

^  sinRiCosRi  sin-HicosHi 

de  sorte  que  si  l'on  rappelle  Ia  formule  (31)  du  §  32,  on  obtient 
pour  équation  différenlielle  de  la  ligne  cherchée 

l  d  s'\u  p  s'm  f) 

^^^^  sin  Hl  *  "dVu  sinMi-cosRi  ^  ^"'*^ '  " 

En  posant  cosRi=íc,  sinyj  =  ^,  icLle  étpialion  se  léduit  li- 
néaire  et  donne  par  intégration 

(60j  sin  p  =  cot  /• .  sin  Ri  Ig  Ri  +  c  .  tg  Ri . 

Telle  est  l'équation  de  la  ligne  cherchée  en  coordonnées  (Ri,/j). 
On  peut  passer  aux  coordonnées  radiales  et  polaires  en  em- 
ployant  successivement  les  formules  des  §§  46  et  37. 

Cas  particulier.  —  En  supposant  í-  =  O  et  en  reniarquant  en 
outre  que  siny9  =  sinRi  sin  6,  Téqualion  (60)  donne 

sin  6  =  cot  r  .  tg  Ri . 

On  en  conclut  (§  44)  que  la  ligne  Li  est  définie  par  Téqua- 
tion  polaire 

(61)  co  +  «Jo=-cotr  o»       ~    .,         •   ,V^ 

J  Y  cos-  Kl  —  cot'  r  .  sin''  Ri 

^}i^^  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  le  cercle,  base  de  la  roulelte,  se  réduit  à  une  droite,  on 
a  cot/=0  et  Téquation  (60)  de  la  ligne  mobile  revient  a  Taulre 

sinjw  =;  í".  tg  Ri  . 
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Cetle  équation,  lorsque  c<^í,  represente  la  développée  d'unc 
spirale  isogonale  (§   i~). 

Remaiíjue. — Dans  le  piau  lobalschevvskien  on  a  des  formules 


et  des  résullats  atialogues. 


§85 


oulettes,  la  ligne  mo- 


Si  dans  une  queslion  concernant  les 
bile  est  une  droite,  il  vaut  niieuv  sou- 
vent  d'envisaiíer  le  problènic  directe- 
ment,  rar  ii  se  peut  que  les  Ibrnuiles 
générales  ne  soient  pas  ap|)licables, 
au  moins  dans  leur  forine  actuelle. 

Sur  une  ligne  ])lane  quelconque  L 
que  l'on  fasse  rouler,  sans  glissenient, 
une  quelcon([ue  de  ses  tangentes  t, 
Comnie  dans  ce  niouvement  un  point 
quelconque  de  /  décrit  une  dévelop- 
paute  de  L,  la  roulelte  peut  ètre  ici 
détemiinée  à   Taide  des  formules  du 

§  «5.     . 

Considérons  maintenant  un  point  A 
extérieur  à  la  tangente  t,  mais  lié  ri- 
gidement  a  cette  droite.  En  joignant  A  à  un  point  quelconque 
B  de  í,  la  distance  AB,  ainsi  que  Tangle  ABC  restent  invariés 
dans  le  roulement  de  la  tangente  t  sur  la  ligne  L. 

Et  comme  d'ailleurs  la  trajectoire  du  point  B  est  une  dcve- 
lopponte  A  de  L,  on  conclut  que :  La  roulelte  Lq  décrite  par  le 
point  A  est  le  lieu  des  extrímités  d'un  syslhne  de  sepnents  égaux, 
inclines  d'une  angle  constanl  sur  une  dévelvppante  de  la  ligne 
fixe  L. 

Considérons  en  particulier  la  développante  de  L  engendrée 
par  le  pied  C  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la 
tangente  t. 

Comme  la  droite  AC  est  toujours  tangente  ii  la  trajectoire  du 
point  C,  on  a  que:  La  roulette  Lo  engemlrée  par  le  point  A  peut 
ctre  considirée  comme  une  trajectoire  equidistante  (§  70)  dune  cer- 
taine  développante  de  la  ligne  fixe  L. 

Un  déplacement  instantané  de  la  tangente  t  sur  la  ligne  L, 
peut  ètre  retarde  comme  une  rotation  infiniment  petite  autour 
du  point  de  contact  P.  Pendant  une  telle  rotation,  le  point  A 
décrit  un  are  de  cercle  infiniment  petit  tangent  à  la  i'oulette  Lq 
au  point  A*  la  normale  commune  a  cet  are  circulaire  et  ii  la 
ligne  Lq  en  A,  passe  par  le  point  de  contact  P,  c'est-à-dire  par 
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le  centre  de  coiirbure  de  la  développante  de  L  engendrée  par 
le  point  C. 

II  s'ensuit  que:  La  nonnale  a  un  point  cjuelco/upie  crime  traje- 
cloire  equidistante  d'une  ligne  plane  quelconque  (euclidienne  ou  non) 
passe  par  le  centre  de  courbure  eorrespondanl  de  cette  ligue. 

Ce  théorème  peut  ctre  eniployé  avee  succès  poiír  la  cons- 
truction  de  la  norniale  (et  conséquemment  de  la  tangente)  à 
une  trajectoire  equidistante  d'une  ligne  plane  quelconque.  Entre 
ces  trajectoires  il  y  a  évidemment  la  tractrice: 


CHAPITRE  VI 

§  86 

Une  particulilre  reprfsentatiori  conforme.  —  La  représentation 
des  plans  non-euclidiens  sur  le  plan  euclidien,  à  laide  de  la  tran- 
si"oi'mation  cjue  l'on  va  établir,  est  d'une  grande  utiiité  dans  la 
résolution  de  bcaucoup  de  questions  concernant  les  lignes  planes. 

Si  Ton  suppose  que  la  position  des  points  sur  le  plan  non- 
euclidien  donné  et  sur  le  plan  euclidi^en  de  représentation  soit 
íixée  par  leurs  coordonnées  polaires  (R,  (o),  (Rj,  toi),  la  corres- 
pondance  entre  les  deux  plans  est  définie  par  les  rclations 

(1)  Ri  =  2  Ig  [-^-\  ,     toi  =  (O  (dans  Ic  p.  r.) 

(!')  R;=--2ilir^V     (oi-=o)  id  lis  If  p.  1.) 


et  leurs  niverscs. 

On  reconnait  d'ici  que,  s'il  s'agit  du   plan   riemannien,    son 
image  envahit  tout  le  plan  euclidien.  /  R  \ 

Quant   au    plan   lobatscliewskien,    comine    tli  (— ;-)    ne    peut 

pas  atteindre  une  valeur  supérieure  à  Tunité,  il  resulte  nécessai- 
renient  RiS2;  ce  qui  démotitre  que  dans  ce  cas  limage  du 
plan  est  toute  a  rintérieur  du  cercle  de  rayon  2  ayant  le  centre 
a  Torigine. 

Si  Ton  designe  par  .<  et  .sj   Tare  de  la  ligne  (rieniannienne)  L 
et  de  son  iniage  Li,  on  a   par  l'application  de  la  formule  (tí) 

du  §  23  

V/í/R*  +  sin2R.r/o)«  ds 


(2)     «'.v,^  /r/R,"^  +  Rj-^í/(0i2 


2ít) 


D'ailleurs  coinme 

la  relalioii  (2j  domie 

/j 

4  -[-  Kl 

Dans  le  plan  lobalschewskien  les  équations  (2),  (3)  soiit  rein- 
placées  respectiveinent  par  les  aiitres 


(2')  c/si 


f/s 


(3')  ^-T^--'^- 

Le  rO)le  joué  par  ces  équations  est  évidcnt: 

1.  Si  la  ligne  L  est  définie  par  une  equation 

(4)  F(R,.9)  =  0 

en  coordonnées  radiales,  Téliniination  de  R  et  s  entre  les  rela- 
tions  (1),  (4)  et  Tintéi^rale  de  Téquation  (2),  conduit  à  une  re- 
lalion  finie  entre  Ri  et  S{,  ce  qui  définit  Tiniage  Li. 

2.  Inversement,  si  Lj  a  une  equation  connue 

(5)  /•(Ri,50  =  0, 

il  suffit  d'éliminer  R|  et  si  entre  les  relations  (I),  (5)  et  linté- 
grale  de  Téquation  (3),  pour  avoir  une  rclation  finie  entre  R 
et  s,  définissant  la  lig-ne  primitive  L. 

Considérations  analogues  dans  le  plan  lobalschewskien. 

Cette  analyse  nous  apprend  que  Iwie  cies  lignes  L,  Li  dcfinit 
complètement  Uautre. 

§  «"? 

La  représenlation  dont  il  s'agit  est  conforme,  cesta  dire  quelle 
conserve  Vangle  de  deux  lignes  quelconques, 

Pour  démontrer  ce  théorènie,  il  suffit  de  prouver  que  les 
inclinaisons  O,  f)\  dune  ligne  quelconque  L  et  de  son  iniage  Li 
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sur  les  rayons  vecleurs  correspondants  issus  du  pôle,  sont 
ég-ales  entre  elles,  oar  Tangle  de  dcux  lig^nes  et  celui  de  leurs 
iinag-es  sont  toujours  Ia  somme  (ou  la  dHíéreiíce)  respectivement 
de  deux  angles  6  et  de  deux  anglos  di. 

Or  comme  l'on  déduit  des  relations  (1),  (2) 


-         r/U|        í/li,      ds  ' ds  ,  /R\         í/R 

cos  ©1  =  — —  =  — — .  --  = -— .  cos^  Kr  =  —1- 

dsi  ds      dsi  1  /  R  \  \  2  /  ds 

eos-  (  -^ 


il  resulte 

et  conséquemment 


cos  dl  =  cos  6 


Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

On  procede  d'une  façon  analogue  dans  le  plan  lobatschewskien, 

s  ^^ 

Image  d'une  droile  et  d  un  cercle.  —  On  reconnait  des  équa- 
tions  (l)  que  les  conditions 

CO  =  const. ,     R  =  const. 

entrainent  respectivement  les  autres 

(01  =  const.  ,     Ri  =  const.  , 

et  réciproquement.  On  en  conclut: 

Une  droile  non-euclidienne  issue  du  pôle  O  a  pour  image  une 
droite  issue  du  pôle  Oi  ;  el  rfciproquement. 

Un  cercle  non-euclidien  ayant  le  centre  au  pôle  O  a  pour  image 
un  cercle  ayant  le  centre  au  pôle  Oi  •,  et  réciproquement. 

Avant  d'envisager  le  cas  general  remarquons  que,  suivant 
que  le  plan  esl  riemannien,  lobatschewskien,  euclidien,  la  droite 
et  le  cercle  sont  definis  respectivement  par  une  des  équations 
polaires : 

(6)  ígR^^^ 

cos((o  — s) 

(6')  th  R  = 

cos  (co  —  e) 

(«')  R,=         "J-^, 

COS  (co  —  e) 
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oíi  (ni,  mi)  désignent  les  distanccs  des  droites  au  pòle,  et  e  une 
constante 

(7)  cos  a  cos  R  +  sin  «  sin  R .  cos  o)  —  cos  /  =  O 
(7')  eh  a  eh  R  —  sh  a .  sh  R  cos  o)  —  eh  /■  =  O 
(7"j  Ri2  -  2«i  Ri  cos  0)  +  «i2  -  ri2  =  O  , 

ou  (/•,  ?■^)  désignent  les  rayons  des  cercles  et  (a,  ai)  la  dislance 
de  leurs  centres  au  pòle, 

Remarquons  eu  outie  que  lon  déduit  des  équations  (1),  (1') 

(8)  smR--^--j^,     cosR  =  ^^^^-v^     tg  R  = 


4 

-Rí^ 

4 

+  Rr' 

4 

+  R.- 

Nous  avons  ainsi  tontes  les  formules  nécessaii'cs  :i  notre  but, 

P  —  Que  Ton  transforme  les  relations  (6),  (6')  à  Taide  respe- 

ctivement  des  formules  (8),  (8').    On  obtient  ainsi  les  équations 

(9)  Ri2  —  4  cot  m .  Ri  cos  (co  -  s)  —  4  =  O 
(9')                    Ri^  —  4  coth  m .  Ri  cos  («j  -  s)  —  4  =  O 

ayant  niéme  forme  que  1'équation  (7")  du  cercle  euclidien. 
Or  comme  Ton  tire  d'ici  par  identification 

2 

( 1 0)  rj  =  —~ —  ,     «1  =  2  cot  m 


2[/ch(2m) 


(10')      ri  =  2  l/  coth^  m  +  1  = ,--> ^ ,     «i  =  2  coth  ?«  , 

^  eh  rn 

,       ,  ,     .  ,,.  /    /      j     •      I  nemannienne  (6)         | 

on  a  le  tlieoreme :   L  ima^e  ae  la  droile  {  /r  i    } 

,  /q\    .  I  (ooatsc/iews/aenne  (b  )  \ 

est  le  cercle  \  \  dont  le  rayon  ri  et  la  dislance  ai  du  centre  au 

'  \^  '  \  (10)   J 

pôle  sont  expninés  par  les  relations  <  )   ^,,  '  . 
^  /-  r  KlO')) 

IF  —  En  opérant  d'une  façon  analogue  sur  les  équations  (7), 

(7')  on  trouve  respectiveiiient 

(11)     (cosfl!4"Cos?)Ri^ — 4  sin  «.Ri  cosco — 4  (cos  a  —  cos/-)  =  0 
(11')     (eh  a  +  eh/)  R r^  —  4  sh  «  .  R i  cos  o  +  4  (eh  a  —  eh  /)  =  O  . 
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Ces  équations,  dans  le  cns  gtnèral,   sont.  da  type  de  l'équa- 

tion  ("")  du  cercle  euclidien,  et  leur  coniparaison  donne  respe- 

ctivenient 

2Mnr  2  sina 

(12)  ri  = ,      «1  = 


cos  a  +  cos  r  '  cos  a  -f-  cos  r 

,.r.,s  2sh7-  2sha 


eh  a  -\-  eh  /•    '  eh  a  -j-  eh  r 

Mais  il  y  a  iei  les  deux  cas  parlieuliers  intéressants 

cos  a  -\-  cos  ?  =  O  ,     cos  a  —  cos  r  =  O 

pour  l'équati()ii  (11),  et  les  aulres 

eh  a  -}-  eh  r  =  O  ,     eh  a  —  eh  r  —  O 

pour  réquation  (il),  que  Fon  doit  examinei'  à  part. 
Cas  parlieuliers  de  Véqualion  (II).  —  Si  Ton  suppose 

cos  a -\- cos  r  =  O  ,      et  conséquemment     a-\-r  =^t., 

le  cercle   rieniannien  donné    passe  par   le  point  O'  opposé  au 
pòle  O  et  réquation  (11)  revient  à  Tautre 

(13)  B,^-™"- 


COS  (O 


qui  définit  évidemment  une  droite. 

Dans  ]'hypothèse  cosa  —  cosr  — O,  on  a  la  condition  a  =  r 
exprimant  que  le  cercle  rieniannien  donné  passe  par  le  pòle  O. 
Dans  ee  cas  les  équations  (11),  (12)  reviennent  aux  autres 

(H)  Ri  =  2  tg;r.cos  to 

ai  =  /i  =  tgr. 

Cas  parlieuliers  de  V  équalion  (1 1'). — En  supposant  cha-f  ch/=0, 
réquation  (11')  se  réduit  à 

(13')  R,=lí?í^-^. 

cos  (O 

Cest  1  équation  polaire  d'une  droite. 

Lautre   condition   eh  a  —  eh  7=0    donne    a  =  ?•,    ce    qui    dé- 
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inon 
ce  cas 


Ure  que  le  cercle  lobatschewskien  passe  par  le  pôle  O.  Dans 
:as  les  équalions  (1  T),  (12')  reviennent  aux  autres 

(14')  K,  =  2th/.cos(o 

«1  =  '1  =  th  /■. 

En  résumant  tout  ce  que  Ton  vient  d'exposer,  on  a  le  thèo- 

r,-  I  7        ,    .   .  \  riemannien  (7)  / 

reme:  L  irnage  du  cercle  gintnuue  \  '  '    est    le 

\{\\\   i  '  looaí.sc/iewsÁien  [1  )  \ 

cercle  euclidien  ■  dont  le  rayon  n  et  la  dntonce  ai  du  centre 

\  C12)  i 
au  põle  sont  exprimes  par  les  relations  j  ),^{  '.   Si  le  cercle  donné 

'\  passe  par  le  point  opposé  au  pôle  \       '  \^^)  ) 

i     ■    /}    /  ],•        1  1         /^  ,''  ^^^  image   euclidienne  se  ré- 

I  verifie  la  condttion  cn«--ch/=0  \  ° 

\j   ■        j     1     ■     i(13) 
duit  a  la  droxte     ^ 

son  image  euclidienne  se  rtduit  au  cercle  l  y  'Z   j  passant  par  le  pôle. 


(\-V\    •  ^^  ^f^fifi  l^  cercle  donné  passe  par  le  pôle, 


(14)   \ 
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Queslion  inverse.  —  Àvant  d'aborder  la  question  inverse  de 
Irouver  les  ligues  non-euclidiennes  ayant  pour  imagine  une  droite 
ou  une  cercle,  reniarquons  que  l'on  déduit  des  équations  (I),  (!'): 


(15)  R,  ^  2  V  /  '  -^^^^  =:  J^"'^ 

V    1+cosR       1+cosR 

^      ^  '         \    chR+l         chR+l   • 

I°  — Cela  pose,   si  Ton  transforme  Téquation  (6")  successive- 
ment  à  Taide  des  relations  (15)  et  (15'),  on  obtient  les  équations 

( 1 6)  wíi  cos  R  —  2  sin  R .  cos  (o)  —  £)  +  wi  =  O 
( 1 6')  mi  eh  R  —  2  sh  R .  cos  ((»  —  £)  +  nu  =  O  . 

Celles-ci,  comparées  aux  équations  (7),  (T),  donnent  respe- 
ctivement 

2 
cos«-f  cos/=0  ,     lsr= 

2 

eh  a  +  eh  /•  =  O  ,      th  r  = . 

nii 
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-^,.  .    ,       1  ,     ^  ^      ,  l  riemanmenne         1 

D  ici   le   theoreme:    La   Imne    {  \  ayant  pour 

I  lobatscnewskienne  )  ^ 


image  la  droite  euc 


,.,.  ,^.,,,  ,  ,     l  (16)  passant  par 

liatenne   (b")  est  le  cercLe   \   ,.    's      ,  .„  , 

le  point  opposé  au  mie      í  ,        ,  '  ^^^'l  ^f^^h^l^   ^« 

■*  ,.  .         ,       ,     ,  _  '  ,  fí  donl  le  rayon  r  est  defini  par  la  re- 

condihon  cha-\-chr  =  {)  \  "^  ' 

2 

tg-  /•  =  — - 

lation  l 

ih  /•  = 

m{ 

IP  —  En  opérant  d'une  façon  analogue  sur  réqualion  (T'),  on 

trouve 

(17)  (;-r  —  ai'  +  4)  cos  R  +  4ai  sin  11 .  cos  oi  +  (/i^  _  ai^  —  4)  -  O 
(17')     (M2-a,2  — 4)chRi-4aishR.cos(i)  +  (;,2_«,2_|.4)_0. 

Ces  équations,  dans  le  cas  general,  ont  respectivenient  niénie 
forme  que  les  équalions  (7),  (7')  des  cercies  non-euclidiens. 
Leur  comparaison  donne 

rr'  —  «r  —  4  4fli 

(18)  cos;--.--— ===============       l^a 


/iQ'\      u                    rr  — «i2+4  4ai 

(18)     rh  ?•  =  — -  ,     lha  = 


^/(ri2_«j2_4)i_16aj2'  "         ;-,2_„j2_4^ 

Dans  le  cas  particulier  que  le  cercle  euclidien  passe  par  le 
pòle,  on  a  «i  —r{  et  les  équations  (18),  (18')  reviennent  aux  autres 

tg  a  =  tg  r  ==  ri  ,      th  «  =  th  r  =  rj  . 

l  rteinajintenne        ) 
Cette  analvse  démontre  le  théorème:  La  ligue  <  [ 

/  lobatscheivskienne  \ 

ayant  pour  image  le  cercle  euclidien  (7")  est  le  cercle  \J,.  \  dont 
le  rayon  r  et  la  distance  a  du  centre  au  pôle,  sont  definis  par  les 
équations  \      n/\     •    Celte  ligue  non-euclidienue ,   dans  le  cas  oú  le 

cercle  image  passe  par  le  pôle,  se  réduit  a  un  cercle  passant  par  el 

\  ^^  r  =  ri  I 
pôle,  et  dont  le  rauon  r  est  defini  par  la  relation  ,    ,  }  . 

'  '  '       r  I  thr  =  /i  I 

(A  suivre.J 
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